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Résumé. — Dans cet article, nous nous intéressons aux liens entre 'induction parabolique et la correspondance de Langlands
locale. Nous énongons une conjecture concernant les paramétres de Langlands (enrichis) des représentations supercuspidales pour
les groupes réductifs p-adiques déployés. Nous vérifions la validité de cette conjecture grace aux résultats connus pour le groupe
linéaire et les groupes classiques. A la suite de cela, en définissant la notion de support cuspidal d’un paramétre de Langlands
enrichi, nous obtenons une décomposition a la Bernstein de 'ensemble des paramétres de Langlands enrichis pour les groupes
classiques. Nous vérifions que ces constructions se correspondent par la correspondance de Langlands et en conséquence, nous
obtenons la compatibilité de la correspondance de Langlands avec I'induction parabolique.

Abstract. — In this article, we consider the links between parabolic induction and the local Langlands correspondence. We
enunciate a conjecture about the (enhanced) Langlands parameters of supercuspidal representation of split reductives p-adics
groups. We are able to verify it thanks to the known cases of the local Langlands correspondence for linear groups and classical
groups. Furthermore, in the case of classical groups, we can construct the "cuspidal support” of an enhanced Langlands parameter
and get a decomposition of the set of enhanced Langlands parameters a la Bernstein. We check that these constructions match
under the Langlands correspondence and as consequence, we obtain the compatibility of the Langlands correspondence with
parabolic induction.
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1. Introduction

Soient F un corps p-adique, G le groupe des F-points rationnels d’un groupe algébrique réductif connexe défini
et déployé sur F. L'un des principaux résultats de la théorie du centre de Bernstein est la décomposition de la
catégorie des représentations lisses de G en sous-catégories pleines Rep(G),, avec s =[M, 0] la classe d’équivalence
pour une certaine relation d’équivalence (dite inertielle) de (M,0), ot M est un sous-groupe de Levi de G et o
une représentation irréductible supercuspidale de M. On note I1r(G), I'ensemble des (classes d’isomorphismes de)
représentations irréductibles de G admettant 5 pour support inertiel. A toute paire inertielle 5 sont associés un tore
T;, un groupe fini W;, une action de W, sur T; et on dispose de la notion de support cuspidal Sc:Irr(G); — T,/ W,.

La correspondance de Langlands fournit conjecturalement une description des représentations irréductibles de
G. Notons G le dual de Langlands de G, W/ = W x SL,(C) et WD = Cx W les groupes de Weil-Deligne. A
tout paramétre de Langlands ¢ : W — G est associé un « paquet » de représentations de G noté habituellement
[14(G). Ce paquet de représentations est paramétré par les représentations irréductibles d’un groupe fini §’¢G, qui
est un quotient de Ag(@) = Zg(¢)/Zg(¢)°, le groupe des composantes du centralisateur de I'image ¢(W,.) dans G.
La donnée d’un couple formé d’un paramétre de Langlands ¢ de G et d’une représentation irréductible de ZPG sera
appelé paramétre de Langlands enrichi de G.

Dans cet article, nous nous intéressons aux liens entre ces deux paramétrages. Plus précisément, nous sommes
amenés a définir en terme « galoisien » les analogues des objets mis en jeu dans la théorie du centre de Bernstein et
a étudier les liens entre induction parabolique et correspondance de Langlands. Nous utiliserons intensivement les
résultats de Lusztig sur la correspondance de Springer généralisée.

En général, dans un L-paquet il y a des représentations de support cuspidaux différents, en particulier il y a parfois
des représentations supercuspidales et des représentations non-supercuspidales dans un méme L-paquet. Une pre-
miére étape est donc d’identifier quels sont les paramétres de Langlands enrichis des représentations supercuspidales.
On définit une notion de paramétre de Langlands cuspidal et on énonce ainsi une conjecture sur le paramétrage des
représentations supercuspidales des groupes réductifs déployés :

Définition. — Soit ¢ un paramétre de Langlands de G. On a une surjection Ag(p) —» 5@6‘. Siee Irr(&@c), on note &
la représentation de Ag(p) obtenue en tirant en arriére €. On dit que @ est un paramétre cuspidal de G si ¢ est discret
et s’il existe une représentation irréductible € de yf telle que toutes les représentations irréductibles de AZo(¢ ¥ (P ls1,(0))

apparaissant dans la restriction ﬂ Aoy ) sont cuspidales au sens de Lusztig. On note Irr(wa Jeusp L'ensemble des

Plsip(©)
représentations irréductibles € vérifiant la condition précédente (il peut étre donc étre vide).
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Conjecture. — Soit ¢ un parametre de Langlands de G. Le L-paquet 11,(G) contient des représentations supercuspidales de
G, si et seulement si,  est un paramétre de Langlands cuspidal. De plus, si @ est un paramétre de Langlands cuspidal, les

représentations supercuspidales sont paramétrées par Irr(wa)Cusp.

Nous prouvons la validité de cette conjecture a I'aide des résultats connus pour la correspondance de Langlands
pour GL, et pour les groupes classiques d’aprés les travaux d’Arthur et Meeglin dans la proposition De plus,
cette conjecture est aussi compatible avec une propriété attendue de la correspondance de Langlands, a savoir
qu’un paramétre de Langlands discret A : Wy — G, définit un L-paquet qui n’est constitué que de représentations

supercuspidales (voir la proposition [3.8).

Ayant identifié les paramétres des représentations supercuspidales, la seconde étape consiste 4 déterminer les
parameétres qui devraient correspondre aux sous-quotients irréductibles d’une induite parabolique d’une représenta-
tion supercuspidale. Ici, nous sommes guidés par la conjecture de compatibilité entre I'induction parabolique et la
correspondance de Langlands.

Revenons a la décomposition de Bernstein précédemment évoquée. Fixons une paire inertielle s de G et rappelons
qu’a une telle paire inertielle est associée un tore T, un groupe fini W, et une action de W, sur T;.

Au début des années 90, Vogan a introduit un analogue pour les parameétres de Langlands du centre de Bernstein,
qu’il a qualifié de centre de Bernstein « stable » et qui a été revisité récemment par Haines dans |[Hail4]. Pour résumer
trés grossiérement, dans [Hail4, §5], Haines définit une décomposition a la Bernstein de I'ensemble des paramétres
de Langlands, mais ceci n’est pas suffisant si nous souhaitons étudier plus précisément les liens entre I'induction
parabolique et la correspondance de Langlands. En effet, il est nécessaire de considérer en plus du paramétre de
Langlands ¢, la représentation irréductible de 5/’¢G. En suivant le méme esprit, nous sommes amenés a considérer
les triplets (Z,(p,s) constitués d’un sous-groupe de Levi L de G, dun paramétre de Langlands cuspidal ¢ de L et
d’une représentation irréductible € € Irr(YwL)Cusp. On introduit alors deux relations d’équivalences sur ces triplets : la
conjugaison et la conjugaison d un caractére non-ramifié prés. On notera respectivement Q%(G) et B5(G) les classes
d’équivalence. A toute classe d’équivalence inertielle 4= [f,go,s] € %:(G), on associe un tore complexe 9/ et un
groupe fini #; qui agit sur % En supposant la correspondance de Langlands pour les représentations supercuspidales
des sous-groupes de Levi de G, une classe d’équivalence inertielle s devrait correspondre a une classe d’équivalence
inertielle 7 Et méme, plus précisément,

Conjecture. — La correspondance de Langlands induit des isomorphismes :
T, — % , W, — 7? ’
t — 1 w — w

tels que pour tout t € T,, we W, :

w-t=w-t.
Cette conjecture sera vérifiée pour les groupes classiques dans le théoréme [4.1] et on obtient :
Théoréme. — Soit G l'un des groupes SOn(F) ou Spy(F). Soient s =[L,0] € AB(G) etj‘z L, ¢,el € BNG) le triplet
inertiel de G correspondant par la correspondance de Langlands. Notons Ts,%, WS,WK;, les tores de Bernstein et groupes de

Weyl associés. La correspondance de Langlands induit un isomorphisme T, ~ 904 De plus, les groupes W, et “W(;, sont isomorphes
et I’ action de chacun sur 9/ et T, est compatible avec cet isomorphisme.

On notera ®,(G) 'ensemble des paramétres de Langlands enrichis de G, c’est-a-dire I’ensemble des couples (¢, 1)
formés d’un paramétre de Langlands ¢ de G et d’une représentation irréductible 1) de §”¢G.

A la suite de cela, nous construisons le « support cuspidal partiel » d’'un paramétre de Langlands enrichi d’un
groupe déployé G. Plus précisément, on associe a tout paramétre de Langlands enrichi de G, la classe d’un triplet
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formé d’un sous-groupe de Levi L de G, d’un paramétre de Langlands cuspidal de L et d’une représentation irré-
ductible d’un sous-groupe de YWL. Ceci fait intervenir la correspondance de Springer généralisée (pour des groupes
non-connexes) et des constructions de Lusztig. Pour les groupes classiques GLy, SOy, Spy nous définissons entié-
rement le support cuspidal de tout paramétre de Langlands enrichi. On obtient ainsi le théoréme suivant (voir le

théoréme [3.15) :

Théoréme. — Il existe une application de support cuspidal surjective
£: 0,(G) — @G)
(p.n) — (L)
De plus, les fibres de cette application sont paramétrées par les représentations irréductibles de Nzo (¢, 2c AR/ Zi (0w, X )
o ¢ parcourt Uensemble (fini) des cocaractéres de correction de ¢ dans G (voirpour la définition de cette notion).

On peut ainsi partitionner en blocs ’ensemble des classes de paramétres de Langlands enrichis, indexé par %85'(G):
2.(G)= | | 2.(G),
£BE)

Cette partition permet d’énoncer la conjecture suivante :

Conjecture. — Soit G un groupe réductif p-adique connexe déployé. On suppose la correspondance de Langlands satis-
Jaite pour les représentations supercuspidales des sous-groupes de Levi de G ainsi que la conjecture sur le paraméirage des
représentations supercuspidales. Soient s € B(G) et /€ BNG) se correspondant. On a alors une bijection :

Irr(G), ~®,(G),

telle que les applications de support cuspidal font commuter le diagramme :

Irr(G), <— @e(G)j-

l le

LIWs <—— T/ W,

Cette conjecture sera prouvée pour les groupes classiques au théoréme Par ailleurs, Vogan et Haines ont
énoncé une conjecture de compatibilité de la correspondance de Langlands avec I'induction parabolique (voir [2.17).
Cette conjecture sera prouvée pour les groupes classiques dans le théoréme

Théoréme. — Soit G un groupe classique déployé. Soient s =[L,0]€ RB(G) ot j= [L,p,¢]e B(G) correspondant. Notons
Irr(G)s  (resp. ITT(G)s temp) Lensemble des représentations essentiellement discrétes (resp. tempérées) dans Irr(G), et @,(G) )2
(resp. @,(G) ) jbdd ) Uensemble des paramétres de Langlands enrichis discrets (resp. tels que la restriction @ Wy est bornée) dans
fI)e(G)f On a une bijection

IN(G), — @, (G),,
induisant des bijections
Ir1(G)s p ‘I’e(G)i,z,
et
Ir1(G)s temp < Pe(G) jpaa-

En conséquence, la correspondance de Langlands est compatible avec Uinduction parabolique.

Ayant toutes ces constructions en main, on se propose de comparer nos résultats a ceux obtenus par Meeglin
et Meeglin-Tadi¢ pour les représentations de la série discréte. Nous obtenons une description explicite du support
cuspidal d’un parameétre de Langlands enrichi discret et que nos résultats coincident avec ceux de Mceglin et Moeglin-

Tadi¢ (voir les propositions et le théoréme [5.10).
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Théoréme. — Soient G un groupe classique, ¢ € ®(G), un paramétre de Langlands discret d’un groupe classique G, N
le rang semi-simple de G et n € Irr(Ag(¢)). On note Stdg : G < GLy/(C) le plongement standard de G et on décompose
Stdg 0 ¢ = Pre; TR Sy, ou I est Uensemble des représentations irréductibles de Wy apparaissant dans @ |y, et S, une
représentation de SL,(C). Pour tout p € N*, on note S, la représentation irréductible de dimension p de SL,(C). Pour tout
€ 1, on peut décomposer S, = @fﬁl Sp,., avec ket pr; des entiers naturels. L'image de la représentation Sy, est incluse dans
un groupe orthogonal ou un groupe symplectique qu'on notera G,. On a un isomorphisme Ag(¢) ~ [ Ic1 A (Sr) et pour tout
nel, Az (Sy)= Hle (2p,,) avec z,,_, dordre 2. Ecrivons N ~Rye;1y.

Pour tout Te I, on pose :

ks ; Ko+l = )
n,=dimzn, m, =dim$, d;[:{ S0 (2, )+ 2k +2-2[ 5] si Gy est symplectique

Zfﬁl(_l)iﬂnﬂ(znm) si 671 est orthogonal
my—d.(d/.—1) i .
——Z—=—  si G est symplectique
0=1 2 O est ymplectique - ni— nd(d -1+ S n.d?
my—d . AN b
5= si G, est orthogonal el el
G, symp. G, orth.

Si Gy, est symplectique, soit d,, € N Punique entier naturel tel que (d,+1)d, = d;(d;.—1) et si G, est orthogonal, soit
d,=\d’|. Considérons les multiensembles définis par

. Uf;l{%_l—j,j € [[O,pm-—l]]}—U?;l 2 _jjel0,2i—1]}, si G, est symplectique
e U;Zl{p“{l — i, j<][o, pn’i—l}]}—U?gl {%%Z—j,j c [[0,21'—2]]}, si @n est orthogonal

et notons Ec”ﬂ le sous-multiensemble de E, . constitué des éléments positifs si G, est symplectique et constitué des éléments

, My—d,

strictement positifs et de O compté avec multiplicité === si G, est orthogonal, de sorte que E, . = E ;T U—E/ .

Le support cuspidal de (¢, n) que nous avons défini au t/ze’oréme est (L, p,€) avec :
— L= l_[GLnﬁ(C)é” x G', avec G un groupe classique de rang N* de méme type que G ;

nel
dy d,
— o= P P ol I'n)’ |o| B PrrsS.e P PrrSu |;
nel ecEl _nel a=1 _nel  a=1

Gy symp. Gy orth.
— €~K res EZF(dWH)IZEIAnez 8[(1);&
G, ymp. " G, orth. ™
De plus, le support cuspidal des séries discrétes défini par Meglin et Meeglin-Tadic coincide avec le notre.

Décrivons I'organisation de larticle.

La section 2 sert de préliminaire. Nous rappelons les définitions et donnons des exemples de la correspondance de
Springer généralisée. Aprés avoir énoncé la conjecture locale de Langlands, nous rappelons le théoréme de Meeglin
concernant le paramétrage des représentations supercuspidales des groupes classiques. Dans la suite, nous décrivons
briévement la théorie du centre de Bernstein et celle du centre de Bernstein stable par Haines.

Dans la section 3 nous énongons notre conjecture sur le paramétrage des représentations supercuspidales puis
nous vérifions qu’elle est compatible avec les cas connus et certaines propriétés attendues. La suite est consacrée a la
définition du support cuspidal d’un parameétre de Langlands enrichi de facon « intrinséque ».

Dans la section 4 nous faisons les liens entre nos constructions précédentes du coté des paramétres de Langlands
et ce qui devrait correspondre en terme de représentations. En particulier, nous montrons que les blocs de paramétres
de Langlands enrichis que nous avons définis sont en bijection avec les blocs de Bernstein. En conséquence, nous
obtenons la compatibilité de la correspondance de Langlands avec I'induction parabolique. En fin de section, on
s’'intéresse a la généricité et a la question du changement de paramétrage dans un L-paquet.
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Enfin, dans la section 5, nous donnons pour les séries discrétes des formules pour calculer explicitement le
support cuspidal qu'on a défini et nous vérifions que notre application de support cuspidal est compatible avec la

correspondance de Langlands (voir théoréme [5.10).

Dans I'appendice nous étendons la correspondance de Springer généralisée au groupe orthogonal ainsi qu’a un
certain sous-groupe d’un produit de groupes orthogonaux.

2. Préliminaires

2.1. Correspondance de Springer généralisée. — Soient H un groupe algébrique linéaire complexe réductif et x €
H un élément de H. On note Z(x)={g € H | gxg ™' = x} le centralisateur de x dans H et Ay(x)= Zy(x)/Zy(x)°
le groupe des composantes du centralisateur de x de H. Supposons désormais que H est connexe. Il y a une bijection
naturelle entre les représentations irréductibles de Ay (x) et les systémes locaux H-équivariants irréductibles sur ‘6)? ,
ou ¢ ={gxg™', g € H} désigne la H-classe de conjugaison de x (voir [JN04, 12.10]). Dans la suite, on s’intéressera
aux orbites unipotentes de H (ou aux orbites nilpotentes de ’algébre de Lie de H), c’est a dire aux H-classes de
conjugaison d’éléments unipotents de H. On note .#;; le cone unipotent « complet », c’est a dire I’ensemble des
H -classes de conjugaison des couples formés d’un élément unipotent © de H et d’une représentation irréductible du
groupe des composantes du centralisateur dans H de u :

N ={(u,n)| u € H unipotent, n Irr(AH(u))}/ILFConj
&~ {(‘gf,ﬂ') | u € H unipotent, F systéme local H-équivariant irréductible sur ‘65}

Définition 2.7 ([Lus84} 6.2]). — Soit u € H un élément unipotent. Un systéme local H-équivariant irréductible £
sur 6! est dit cuspidal lorsque pour tout sous-groupe parabolique propre P de H, de radical unipotent U et pour
tout élément unipotent g € P, la cohomologie a support compact de gU N6 a coefficient dans la restriction de £
est nulle.

Décrivons une définition équivalente en terme de représentations de Ay (u). Soit P un sous-groupe parabolique de
H de décomposition de Levi P = LU et soient u € H,v € L des éléments unipotents. On note

1
You,=18Z.(vVU€H/Z,(vVU |geH g 'ugevU} et dRu,,,=§(dimZH(u)—dimZL(v)).

D’aprés Springer et Lusztig |[Lus84, §1], dim Y, , < dp,,, et le groupe Zy(u) agit par translation a gauche sur Yp,, ,.
Laction de Zy(u) se factorise en une action de Ay(u)=Zy(u)/Zg(u)° et on note Sp,, , la représentation de Ay (u)
par permutation sur les composantes irréductibles de dimension dp,, , de Yp, ,.

Définition 2.2. — Soient u € H unipotent et £ € Irr(Ag(u)). On dit que ¢ est cuspidale lorsque pour tout sous-groupe

parabolique propre P = LU de H, pour tout élément unipotent v € L,
HOI’DAH(M)(T, SP,u,v) =0.

H

u
groupe fini Ay(u) est cuspidale dans le sens précédent et réciproquement. On appelera paire cuspidale de H, tout

Si £ est un systéme local H-équivariant irréductible cuspidal sur €6, alors la représentation irréductible du

couple (u,€) (ou (¢, %)) formé d’un élément unipotent u € H et d’'une représentation irréductible cuspidale de
Ay (u) (ou d’un systéme local H-équivariant irréductible cuspidal).
Notons . ensemble des classes (de conjugaison par H) de triplets t=[L, 6%, £] formés de

— un sous-groupe de Levi L de H;

— une L-orbite ¢ d’un élément unipotent v € L;

— un systéme local L-équivariant irréductible cuspidal £ sur €F.
Dans [Lus84, 6.3], Lusztig associe a chaque couple (¢*,.7)€ .4, un unique triplet t € .%;. Notons Wy : N};f — Sy
cette application. Elle induit alors une partition de .A}; :

JVI_}—: |_| //lt;

ey
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ou M= \IJEI(t). Pour tout t=[L, 6, L] € Fy, soient S=Z; -6 et & le systéme local L-équivariant sur S obtenu en
tirant en arriére £ via la projection Z} - ¢ — %. Notons

W,={neNy(L)|nSn™' =S,Ad(n"")*6 ~ 6} /L.

Daprés [Lus84, 9.2],
Wi~ Ny(L)/L,

et c’est un groupe de Coxeter fini.

Remarque 2.3. — Soient v € 6 et 7 :SL,(C)— L un morphisme de groupes algébriques tel que 7’((1) ” = v. Notons
T=2] et Z=Zy(y). D’aprés [Lus88, 2.6], T est un tore maximal de Z et on a I'isomorphisme suivant :

W, Ny (L)/L ~ N,(T)/T.

Rappelons lordre partiel sur ’ensemble des orbites unipotentes de H : si & et 0’ sont deux orbites unipotentes

de H,
0<0' =0c0,
ot 0’ désigne 'adhérence de 0. Soit t=[L,¢,.£]€ ¥;. D’aprés |[Lus84, 6.5] et [Lus95b, 6.5], pour tout (€,.F) € ./,
ona:
H-% < 0<Ind] (%),

ot Ind}/(¢) est l'orbite obtenue par induction (de Lusztig-Spalteinstein) 6 de L a H (voir [LS79]). Notons 6" = H-%
et ¢ = Indf(‘é” ). Chacune de ces orbites supporte un systéme local H-équivariant irréductible particulier défini
en [Lus84} 9.2,9.5] qu’on note .Z™" pour €™ et £ pour 6"**. A présent, on peut énoncer la correspondance
de Springer généralisée due a Lusztig.

Théoréme 2.4 (Lusztig,|Lus84, 6.5]). — Soit H un groupe réductif connexe complexe. L'application Wy : N7 — Sy est
surjective et pour tout t € Sy, on a unique une bijection

Tyt My — Irr(Wy),

telle que :
Zt(%tmm,ftmm)ztriv et L6, L") =sgn.
On obtient ainsi une bijection :
Ny || (W),
tedy
Remarque 2.5. — Dans [Lus84], la correspondance de Springer généralisée est telle que (™", £™") = sgn et
TGP, L) = triv (voir |Lus84, 9.2,9.5]). La normalisation que l'on a choisie est donc la tensorisation par le
caractére signature de la correspondance de Springer définie par Lusztig.

2.2. Orbites unipotentes et paires cuspidales pour les groupes classiques. — On se propose de rappeler
briévement la classification des orbites unipotentes et de leurs centralisateurs dans certains groupes classiques (voir
[CM93, §5.1 & §6.1] et |[JNO4; §3.8]).

On appelle partition p d’un entier N > 1 une suite croissante d’entiers 1 < p; <...< py telle que N=p; +... + py.
A vpriori, les entiers p; ne sont pas distincts deux & deux. Soient ¢q; < ... < ¢, les entiers deux a deux distincts tels
que {p;, 1<i<k}={q;,1<j<s}etr, le nombre de fois que g apparait dans p. On notera p = (qlr‘“,...,qsr”‘ ), si
bien que, n=py+...+ pr =1, G1 +...+ 7, gs. Les q; (ou p;) s’appellent les parts de la partition p et 7, la multiplicité
de la part g;.

Pour toute partition p, on note ¢, 'orbite unipotente associé a la partition p par la décomposition de Jordan. Dans
un cas, il correspondra & une méme partition p deux orbites unipotentes distinctes que I'on notera ﬁpI et ﬁpI L

— Pour GLy(C), les orbites unipotentes sont en bijection avec les partitions de N via la décomposition de Jordan.

— Pour Spy,(C), les orbites unipotentes sont en bijection avec les partitions de N pour lesquelles les parts impaires
admettent une multiplicité paire.
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— Pour SOy (C), les partitions de N pour lesquelles les parts paires admettent une multiplicité paire et toutes les
parts ne sont pas paires correspondent a une orbite unipotente. Les partitions de N qui n’admettent que des
parts paires, de multiplicités paires correspondent a deux orbites unipotentes distinctes. Ce dernier cas ne se
produit que si N est pair.

La table suivante résume la description des orbites unipotentes et des centralisateurs correspondants :

H partition orbite centralisateur
GLy(C) p— 0, Zotyo(hea > | [ 6L, (C)
q<p
Spy(C) | Yq €p,q impair= r, pair | p— G, ZspuoWhea= [ ] 0,,©x [ sp,(C)
qqsall,ir qiqnf;l;air
¥qep,qpair=r,pair | p— 06, Zoyo(whea> [ ] 0,,©x]]sp,©
SON(C) qep qep
g impair q pair
01
Vaep qetrgpair  |p—1 P | ZooWea=S| [] 0,© |x]]sp,©
0}’ qu . qu
¢ impair q pair

Table 1. Orbites unipotentes des groupes classiques

Ou 'on a noté Zy(u)eq le quotient de Zy(u) par son radical unipotent et :

s| ][] o,©

qaep
¢ impair

]_[ det(x,)=1

qa<p
¢ impair

(x)e [] 0,

qae<p
g impair
Les paires cuspidales sont assez rares. Elles apparaissent comme les blocs fondamentaux dans la correspondance
de Springer généralisée. Dans [Lus84|, Lusztig classifie complétement les paires cuspidales pour les groupes presque
simples et simplement connexes. Plus précisément, dans |[Lus84, 8§10, 12.4 & 13.4] et |Lusl4|, il classifie les paires
cuspidales pour les groupes classiques. Nous résumons les résultats dans le tableau ci-dessous.

H condition orbite unipotente An(u) paire cuspidale (6, ¢)
GLy(C) N=1 O {1} (), 1)
Spy(C) | N=d(d+1) | Opa,. 2d0-224) (z/2z)" (O, pa—2,24) €)
SOn(C) N =d?* On3,..2d-3.2d-1) (z/2z)"! (@1,3,...,2;173,21171),31(\),)

Table 2. Paires cuspidales des groupes classiques

Précisons les notations employées. Dans les cas des groupes symplectiques et orthogonaux, les orbites unipotentes
qui interviennent dans les paires cuspidales sont paramétrées par des partitions dont les parts sont de multiplicité 1.
Par suite, le groupe des composantes est un produit de Z/2Z indexé par les parts paires (resp. impaires) pour le cas
symplectique (resp. orthogonal).

Dans le cas symplectique, soit U € Oy 4, 24-224) €t pour tout a € {2,...,2d}, notons z, € Ag, (c)(u) tels que :

QU

Asp,c)(u)= l_[(zzi> ~(Z/2Z)".

i=1

La représentation cuspidale EISV de Agp, (c)(u) vérifie : pour tout i € [1,d],

en(220)=(=1)".
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Dans le cas orthogonal, soit u € 3, 24-3.24-1) et pour tout a € {1,...,2d — 1}, notons z, € Agc)(1) tels que :

d d—1
Aoycy(u)= l_[(zzi—1) ~(Z/22)° et Agoc)(u)= H(zzi—l Zoin1) ~(2/22)"7.
i=1

i i=1

La représentation cuspidale &3 de Ago, c)(u) vérifie : pour tout i € [1,d —1],
en(22i122i41) =—1.

Les représentations irréductibles 81(\),+ et 6‘1(\)[_ de Ag, (c)(u) telles que leurs restrictions a Agg, (c)(u) est 6‘1(\)] vérifient :
pour tout i € [1,d],

ey (zoi)=(1)""" et £y (22im)=(-1)".

2.3. Correspondance de Springer tordue. — Rappelons briévement la définition des algébres de Hecke graduées
associées a des triplets cuspidaux et le théoréme de classification qui s’ensuit.

Soient H un groupe réductif connexe complexe, X une variété algébrique sur laquelle H agit algébriquement et
& un systéme local H-équivariant sur X. On considére les espaces de cohomologies équivariantes H},(X,&) et
d’homologies équivariantes HjH(X,é”) que Lusztig considére dans [Lus88, §1]. On notera H}(X, &)= @jez Hé(X,cf),
HH(X,8) = @]EZHJH(X,&). Pour le systéme local constant, on écrira plus simplement Hj(X) = H(X,C),
HH(X)=HF(X,C) et pour tout point€ X, H, = H;,({point}) et H = H ({point}).

Soient P = LU un sous-groupe parabolique de H et p =[®u son algébre de Lie. Soit ¢ C [ une L-orbite nilpotente
supportant un systéme local irréductible cuspidal L-équivariant noté .£. Notons t=[L, ¢, Z] € Sy le triplet cuspidal
correspondant et VVLH = Ny(L)/L le groupe de Weyl relatif associé.

Le groupe H x C* agit sur I’algébre de Lie h de H par :
Y(h,t)e HxC*,Yx b, (h,t)-x=t"*Ad(h)x.

On note My(x)={(h,t)€ H x C* | Ad(h)x = t?x} le stabilisateur de x € h pour cette action. D’aprés [Lus88, 2.Lf)),
on a un isomorphisme My (x)/My(x)° ~Zy(x)/Zy(x)° =Ay(x).

Soit x € h un élément nilpotent et considérons la variété 2, = {hP € H/P |Ad(h™")x € ¢ +u}. Le groupe My(x)
agit sur 2, par (h,t)-(h'P)=(hh’')P. Soit £ le systéme local M (x)°-équivariant sur &, obtenu a partir de .Z et
défini en |Lus88| 3.4,8.1.e)]. On note % la variété des classes de conjugaisons sous My(x)° d’éléments semi-simples
de my(x)={(s,n)€eh®C|[s,x]=2ryx}. D’aprés [Lus88, 8.7] 'anneau des fonctions réguliéres sur & est isomorphe
a HI\./IU(X)°'

Soit (s, ry) € my(x) un élément semi-simple. On note Ay(s, x) le groupe des composantes de Zy(x, s)=Zy(x)NZy(s).
Lévaluation au point (s, 1) définit une structure de H&H[x)o—algébre sur C notée Cg ). On considére le module
standard de Lusztig défini en [Lus88, §8] et [Lus95b} 10.8] par :

M(x, S, ro) = C(s,ro) ®HI\./IH , H.MH(x)O(gx;.g).

(x)
Lespace M(x,s,7,) est muni d’'une action de W,” x Ay(x,s) (plus précisément il n’est pas seulement muni d’une
action de I/VLH mais c’est un module sur une algébre de Hecke graduée). Pour tout 1 € Irr(Ay(x, s)), on note

M(x,s, 1o, TI) = HomAH(s,x)(n’M(x’ S, 1p)).

Notons Irr(Ay(x)); ensemble des représentations irréductibles 7j de Ay(x) telles que 'IJH(‘g}I({ , 1) = t. Par ailleurs,
on a une injection de Ay(x,s) dans Ay (x) et on note Irr(Ay(x, s)); I'ensemble des représentations irréductibles de
Ap(x, s) apparaissant dans la restriction a Ag(x, s) d’une représentation 1] € Irr(Ag(x));.
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Proposition 2.6 ([Lus88| 8.10]). — En reprenant les notations précédentes, M(x, s, 15,n) # {0}, si et seulement si, 1) €
Irr(Ag(x, $))¢.

Ajoutons une propriété qui nous sera utile pour la suite. D’aprés [Lus95b)}, 10.12.(d)], on a :

M(x,s,10)=Cps ) ®u:  HM (2, 2)=HN (25, D),

Mpy(x)°
ou 2 ={P' € 2, |s eyp'}. En particulier, si M(x,s,1y,n)# 0 alors quitte 4 conjuguer, on peut supposer s € p et
X € 6 +u. Uélément s €p étant semi-simple, il appartient a une sous-algébre de Levi de p qu’on note temporairement
I. Soit x = y +n la décomposition de x e [+u et y =y’ + u’ € '®u la décomposition de y € p. Par conséquent,
puisque P/U ~ L~ L’ et la L-orbite nilpotente de y est isomorphe a la L’-orbite nilpotente de y’ et s € I'. Ainsi,
quitte a faire ces considérations, on peut supposer que s € l.

Proposition 2.7. — En reprenant les notations précédentes, si 1) € Irt(Ay(x, s)),, alors on peut supposer que s €l et on a :
[s,y]=2r0y.
2.4. Correspondance de Langlands. — Soient F un corps p-adique, vp : F - ZU {00} sa valuation discréte

normalisée et g le cardinal de son corps résiduel. Soit G (les F-points d’un) groupe réductif connexe défini et déployé
sur F. On notera X*(G) (resp. X,(G)) le groupe des caractéres (cocaractéres) rationnels de G. La catégorie des
représentations (complexes) lisses de G est noté Rep(G) et I’ensemble des (classes de) représentations irréductibles
de G est noté Irr(G). Si M est un sous-groupe de G et p une représentation de M, pour tout g € G, on note
EM=gMg'={gmg ', meM} et pé la représentation de 8 M définie pour tout h €8 M, par p8(h)=p(g—'hg).
On note Wy le groupe de Weil de F et W, = Wi x SL,(C) (resp. W D = Wi X C) le groupe de Weil-Deligne (resp. le
groupe Weil-Deligne « originel ») de F. Le groupe réductif complexe dual de Langlands de G est noté G.

La correspondance de Langlands locale prévoit un paramétrage des représentations irréductibles admissibles de G
par certaines représentations du groupe de Weil-Deligne ou plus précisément, par des paramétres de Langlands. Un
paramétre de Langlands de G est un morphisme de groupes continu ¢ : W — G tel que :

— la restriction ¢ g, () : SLo(C)— G est un morphisme de groupes algébriques;

— l’ensemble ¢(Wr) est constitué d’éléments semi-simples.
Notons ®(G) ’ensemble des classes de conjugaison par G de paramétres de Langlands de G. La plupart du temps on
ne fera pas de distinction entre un paramétre et sa classe de conjugaison par G. Lorsque qu'on veut distinguer ces

objets, on notera (¢)g la classe de conjugaison par G d’'un parameétre de Langlands ¢ de G.
La correspondance de Langlands locale prédit existence d’une surjection a fibres finies :

recg : Irr(G) — ®(G).

Soit ¢) € ®(G) un paramétre de Langlands de G. On note I14(G) le L-paquet défini par ¢, c’est-a-dire 'ensemble fini
des représentations irréductibles de G ayant pour image ¢ par rec;. Conjecturalement, I1,(G) est paramétré grosso
modo par les représentations irréductibles du groupe des composantes du centralisateur dans G de I'image de ¢. Plus
rigoureusement, considérons Zz(¢) le centralisateur dans G de I'image de ¢. On note

— Ag(@)=my(Zg(@))~ Zz(9)/ Z5(¢)°, le groupe des composantes de Zz(¢);
— y¢G =10(Za($)/ Zg)~ Za(p)/ (Zg - Za(9)°), le groupe des composantes de Zz(¢)/Zz;
— Ir1(G)usp Pensemble des (classes de) représentations irréductibles cuspidales de G ;

— Irr(G), ’ensemble des (classes de) représentations irréductibles essentiellement de carré intégrable de G ;

— I1t(G)iemp 'ensemble des (classes de) représentations irréductibles tempérées G ;

— ®(G), lensemble des (classes de) paramétres discrets de G, c’est-a-dire les paramétres de Langlands dont

I'image n’est contenue dans aucun sous-groupe Levi propre de G;
— ®(G)pgq 'ensemble des (classes de) paramétres de Langlands tels que 'image de Wy est bornée;

— ) : Wg — Zg le paramétre associé a un caractére ¥ de G par la correspondance de Langlands pour les
caractéres (on les notera donc de la méme facon).
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On appelle paramétre de Langlands enrichi de G un couple (¢,7) formé d’'un paramétre de Langlands ¢ de G

et d’'une représentation irréductible 1 de ,S"¢G. On note ®,(G) I'ensemble des (classes de conjugaison par G de)
parameétres de Langlands enrichis de G :

2.(6)={(p. )9 €¥(G) netmts D} .

Congjecture 2.8 (Correspondance de Langlands locale). — Avec les notations précédentes (on suppose donc G déployé),
il existe une surjection d fibres finies

recg : Irr(G) — ®(G),
vérifiant les propriétés suivantes :
— pour tout caractére y de G et pour tout m €Irr(G), recg(n ® y)=recg(m)y ;
— pour tout ¢ € ®(G), les conditions suivantes sont équivalentes
(i) un élément de 11 5(G) est une représentation essentiellement de carré intégrable modulo le centre;
(ii) tous les éléments de 11,(G) sont des représentations essentiellement de carré intégrable modulo le centre;
(iii)) ¢ €B(G),.
— pour tout ¢ € ®(G), les conditions suivantes sont équivalentes
(i) un élément deT1y(G) est une représentation tempérée;

(i) tous les éléments de 11,(G) sont des représentations tempérées;
(ii)) ¢ € (G )paa-

— p;our tout ¢ € ®(G), il y a une bijection 11,(G) — Irr(yqf). Ainsi, la correspondance de Langlands se prolonge en une
ijection

rect, : Irr(G) —— @,(G).

Le dernier point permet d’identifier une représentation irréductible de G a4 un paramétre de Langlands enrichi
(¢,n). De plus, le second point énonce que la caractérisation, en terme de paramétres de Langlands, d’étre
essentiellement de carré intégrable pour une représentation, ne se traduit que sur le paramétre de Langlands
(pas sur la représentation du S-groupe). Ainsi, conjecturalement, un paramétre de Langlands de G discret définit
un L-paquet constitué uniquement de représentations essentiellement de carré intégrable et réciproquement, une
représentation essentiellement de carré intégrable est associée a un paramétre discret. On a le méme phénoméne
concernant les représentations tempérées. En revanche, il est remarquable qu'on puisse avoir dans un méme L-paquet
des représentations irréductibles supercuspidales et des représentations irréductibles non-supercuspidales. Par
conséquent, la caractérisation des paramétres de Langlands des représentations supercuspidales porte nécessairement
une condition sur Irr(y(pG). On reviendra sur ce point plus tard (voir conjecture .

2.5. Paramétres de Langlands des supercuspidales des groupes classiques d’aprés Meeglin. — A présent, on
se propose de rappeler succinctement la notion de bloc de Jordan, introduite par Mceglin, pour les représentations
et les paramétres de Langlands des groupes classiques. Ceci nous permettra d’énoncer le théoréme de Mceglin sur
le paramétrage de Langlands des représentations irréductibles supercuspidales des groupes classiques d’aprés la
construction d’Arthur.

Soit G P'un des groupes déployés Spy(F) ou SOy (F). Les sous-groupes de Levi de G sont de la forme GL, (F) x
...xGL, (F)x G’, ou G’ est un groupe de méme type que G mais de rang semi-simple inférieur. Par conséquent, si
7r; est une représentation de GL, (F) et 0’ une représentation de G’, comme il est d’'usage de noter, nous noterons
71 X... X, x 0’ pour induite parabolique normalisée de 771 X...X7, X0, relativement & un sous-groupe parabolique
standard (pour le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supérieurs et du tore maximal diagonal). Enfin,



12 AHMED MOUSSAOUI

si 7 est une représentation irréductible supercuspidale unitaire d’un groupe linéaire GL;(F) et @ = 1 un entier, la
représentation induite

a-1 a=3 1=a
|7 xml |7 x...oxm| |72

admet une unique sous-représentation irréductible, c’est une représentation de la série discréte de GL,4(F) et on la
note St(m, a).

Soit 0 une représentation irréductible de la série discréte de G. On appelle bloc de Jordan de o et on note Jord(o)
I’ensemble des couples (7,a) formés d’une représentation irréductible supercuspidale irréductible unitaire 77 d’un
groupe GL, (F) et d’'un entier a > 1 tel qu’il existe un entier a’>1 et

a=a’ mod?2
St(1,a) X o irréductible
St(rr,a’) x o réductible

De plus, Arthur a associé & 0/ un caractére d’un certain groupe fini que l'on note &, (voir [Meegll| 2.5]).

Notons Stdg : G — GLy(C) la « représentation standard » de G, Cest-a-dire :

G Stdg

Spyu(F) | SO2441(C) = Gly,41(C)

Soit ¢ €®(G), un parameétre discret de G. Considérons la décomposition en composantes isotypiques de Stdg o ¢ :

Std(;m,o:@ @ TRS,,

nel acJord(y),

ou S, est la représentation irréductible de dimension a de SI,(C), I est un ensemble de (classes de) représentations
irréductibles de Wy et pour 7 € I, Jord(yp), ’ensemble des entiers a > 1 tels que TX S, soit une sous-représentation
irréductible de Stdg o . La discrétion du paramétre ¢ implique qu’il n’y a pas de multiplicité. On appelle bloc
de Jordan de ¢ l’ensemble Jord(y) = {(ﬂ,a) |mel,a €]0rd(ap)ﬁ}. On dira que Jord(y) est sans trou si pour tout
(m,a) €Jord(p) avec a = 3 alors (7r,a —2) € Jord(y).

Pour (7, a) € Jord(yp) est associé un élément z, , € Zz(¢) qui agit par le scalaire —1 sur I'espace associé¢ a TR S, et
par 1 ailleurs. On notera également z, , son image Ag(¢). Le groupe Ag(yp) est engendré par

Zra pour (7, a) €Jord(yp) et a pair
ZpaZra pour (m,a),(m,a’)€Jord(p) sans hypothése de parité sur a et a’

Pour (7, a),(m,a’) € Jord(y), avec a < a, on dit qu’ils sont consécutifs si pour tout b € [a+1,a’—1], (, b) ¢ Jord(p).
Enfin, on note @, i, le plus petit entier a > 1 tel que (7, a) € Jord(y). Un caractére £ de Ag(yp) sera dit alterné si
pour tout (7,a),(r,a’) € Jord(y) consécutifs, &(z; ;2. ,)=—1 et si pour tout (7, @, min) € Jord(y) avec a, i, pair,

E(Zﬂ'van.min) =-1
A présent, nous pouvons énoncer le paramétrage des représentations irréductibles supercuspidales de G.

Théoréme 2.9 (Meeglin, [Mcegll, 2.51]). — La classification de Langlands des séries discrétes de G telle qu’établie par
Arthur, induit une bijection entre ensemble des classes des représentations irréductibles supercuspidales de G et Uensemble
des couples (i, €) tel queJord(yp) est sans trou et € est alternée; la bijection o — (¢, €) est définie par le fait que Jord(p)=
Jord(o) et e =¢,.

Ajoutons pour conclure un théoréme dont on se servira par la suite qui permet de calculer les points de réductibilités
d’une induite de supercuspidale.
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Théoreme 2.70 (Maeglin, [Mcegl4, §3.2]). — En reprenant les notations précédentes, si 7 est une représentation supercus-
pidale irréductible unitaire de GL,(F) alors le réel x € R tel que 7t|-|* X 0 est réductible, vaut

“”T“ si m €Jord(o), avec a, =max{a €N, (r,a) €Jord(o)}

si ¢ Jord(o) et (1t et G) sont de méme type

1
X = 3
0 si t¢Jord(o) et (m et G) sont de type différent

2.6. Centre de Bernstein. — Soit G (les F-points d’un) groupe réductif connexe défini et déployé sur un corps
p-adique F. Soit P = M N un sous-groupe parabolique de G, de facteur de Levi M. Le foncteur d’induction
normalisé i}? :Rep(M) — Rep(G) et le foncteur de Jacquet rPG : Rep(G) — Rep(M) sont deux foncteurs essentiels
en théorie des représentations. En effet, I'induction permet de construire des représentations de G a partir des
représentations d’un sous-groupe de ce dernier. Dés lors, ’étude des représentations de G se décompose en I'étude
des représentations qu’on obtient par le procédé d’induction et I’étude des représentations qui ne sont pas obtenues
ainsi. C’est l'objet de la théorie du centre de Bernstein. On obtient une décomposition de Rep(G) en produit de
sous-catégories pleines indécomposables dont le centre (de chacune de ces sous-catégories) est isomorphe a I'algébre
des fonctions réguliéres du quotient d’un tore par I'action d’un groupe fini.

Notons Hg : G — X,(G) lapplication défini par la formule

VgeG,y € XX(G), (x,Hg)=vp(x(8)).

On note G!={g € G | Vy € X*(G), vp(x(g)) = 0} le noyau de cette application et A(G) C X,(G) son image. Soient
Z(G)=Hom(G/G!,C*) le groupe des caractéres non-ramifiés de G et ag ¢ = X*(G)®zC. On a une surjection

aGe 2(G)

r®s — [g—1x@F]"
de noyau de la forme 27ti/(log g)R, ot R est un certain réseau. Ceci définit une structure de tore algébrique complexe
sur Z'(G). De plus, pour tout v € a, ., on notera , le caractére non-ramifié de G associé par la surjection précédente.

Soit 7 une représentation irréductible lisse de G. Soit P un sous-groupe parabolique de G de facteur de Levi M
tel que 1 (1) # 0 et minimal pour cette propriété. Soit 0" un sous-quotient irréductible de rg (7). Alors o est une
représentation irréductible supercuspidale de M. De plus, si (M’,0”) est un couple obtenu de la méme facon pour le
choix d’un autre sous-groupe parabolique P’ vérifiant la méme propriété, alors il existe g € G tel que M’ =8M et
o ~ 0’8 (voir |Renl0, Lemme VL7.1]). On appelle support cuspidal de 7 la classe de conjugaison par G du couple
(M, o).

Considérons ’ensemble des données cuspidales de G, c’est-a-dire 'ensemble des couples (M, o), ot M est un sous-

groupe de Levi de G et 0 une représentation irréductible supercuspidale de M. On définit les relations d’équivalences
suivantes sur ensemble des données cuspidales de G. Soient (M;,0,) et (M,,0;) deux données cuspidales de G. On
dit qu’elles sont :

(i) équivalentes s'il existe g € G tel que : EM; =M, et 0, ~ 0% ;
(ii) inertiellement équivalentes s’il existe g € G et y, € X' (M,) tels que : EM; =M, et 05~ U’i” ® 1>

On appelle paire cuspidale (resp. paire inertielle) de G une classe d’équivalence pour la relation (i) (resp. (ii)) et
on notera (G) (resp. B(G)) 'ensemble des classes d’équivalence pour la relation (i) (resp. (ii)). De plus, on notera

(M,0)€Q(G) la paire cuspidale (resp. [M,o0]€ %B(G) la paire inertielle) définie & partir de M et o.

On a vu précédemment comment associer a toute représentation irréductible 7 de G son support cuspidal (M,0) €
QG) : c’est la classe de conjugaison par G d’une donnée cuspidale (M, o) telle que 0 soit un facteur de composition
de r%(m), ou P est un sous-groupe parabolique de facteur de Levi M ou de fagon équivalente, telle que 7 soit un
facteur de composition de i g (o). Ceci définit des applications de support cuspidal et support inertiel :

Sc:Irr(G)— QUG) et Si:Irr(G)— QG)— AB(G).
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Soit s =[M,0] € B(G) une paire inertielle de G. On définit les objets suivants :
— un tore algébrique T, ={p® ),y e X (M)} 2 X (M)/Z(M)(p), oot X(M)p)={ycsXM)|p~p®y};

— un groupe fini W, =Ng(s)/M ={g e Ng(M) |y e X (M),p*~p®y}/M.

Le groupe fini W, agit sur T; et le quotient T,/W; s’identifie aux paires cuspidales de G dans s, c’est-a-dire a la
fibre au-dessus de s par la projection £2(G)— %B(G). Ainsi, Q(G) est muni d’une structure de variété algébrique dont
les composantes connexes, indexées par s € %8(G), sont des quotients de tores algébriques complexes par I'action de
groupes finis (voir [Renl0, Théoréme VI.7.1]). Ceci s’écrit

2AG)= | | /W,
s€AB(G)
Lapplication Si induit une partition de Irr(G) suivant le support inertiel
Irr(G) = |_| Irr(G),,

s€B(G)

ot Irr(G), = Si!(s). Plus concrétement, Irr(G), est ensemble des sous-quotients irréductibles des induites ig (p®y),
pour y parcourant X' (M), c’est-a-dire

Irr(G), = |_| I A5 (p®y)

POYET, /W,

ou j%(ig (p ® x)) désigne I'ensemble des sous-quotients irréductibles de i}? (p®y).
A présent, pour tout s € B(G), notons Rep(G); la sous-catégorie pleine de Rep(G) des représentations dont tous les
sous-quotients irréductibles sont dans Irr(G)s, 3(G) (resp. 3(G)s) le centre de la catégorie Rep(G) (resp. Rep(G),).

Théoréme 2.71 (Bernstein,|Ber84, 2.10, 2.13], [Renl0, Théoréme VI1.7.2, V1.10.3])
Toute représentation m de G est scindée selon QUG). La catégorie Rep(G) se décompose en produit de catégories

Rep(G)= [ | Rep(G)..

5€B(G)
De plus,
3(G)s ~C[T;/ W]
Ainsi,
3(G)~C[AG)]
2.7. Centre de Bernstein stable. — On garde les notations de la section précédente, ainsi G désigne un groupe

réductif connexe défini et déployé sur un corps p-adique F. On dispose de deux paramétrages des représentations
irréductibles de G. L'un par la décomposition de Bernstein, ’autre par la correspondance (conjecturale en général)
de Langlands. 4 priori, il n’y a pas de bonne compatibilité entre ces paramétrages. Afin d’énoncer un analogue des
résultats qu’il a obtenu dans le cas réel au cas p-adique, Vogan introduit un analogue « galoisien » du centre de
Bernstein. Le but de cette partie est de rappeler la construction de cet analogue « galoisien » du centre de Bernstein
par Haines, puis de le relier au centre de Bernstein via la correspondance de Langlands. On s’intéressera a décrire
I’analogue du tore et du groupe fini. Pour cela, on doit définir les analogues « galoisiens » d’une représentation
supercuspidale, du tore des caractéres non ramifiés d’un Levi, du groupe fini qui agit sur le tore et enfin du support
cuspidal. On suit I'article de Haines |Hail4| dont on a modifié quelques notations et définitions. En particulier, on ne
traite que le cas ou G est déployé alors que |[Hail4] traite le cas général (c’est-a-dire non quasi-déployé). Les définitions
changent aussi légérement, voir [Hail4, Rem. 5.3.5 et 5.3.6] et la note de bas de page p.10.

Définition 2.12 ([Hail4, 5.1]). — On appelle caractére infinitésimal de G, d’un paramétre de Langlands de G de la
forme

A:WF—>6,

ou sa classe de conjugaison par G et on le notera Mg
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lw(l)l/z |w|91/2) € SI,(C), ou |-| désigne la valeur absolue définie pour tout w € Wy

par |w| =g~ "r® et v : Wy — Z la valuation qui envoie tout Frobenius géométrique sur 1. A tout paramétre de

Pour tout w € Wy, on note d,, =(

Langlands de G est associé un caractére infinitésimal de la maniére suivante.

Définition 2.13. — Soit ¢ : W, — G un paramétre de Langlands de G. On appelle caractére infinitésimal de ¢, le

morphisme Ay : Wy — G (ou sa classe de conjugaison par G) défini pour tout w € Wy par Ap(w)=¢p(w,d,).

Remarque 2.14. — Tel qu’il est défini ici, le caractére infinitésimal d’un paramétre de Langlands correspond a la res-
triction au groupe de Weil du paramétre de Langlands pour le groupe de Weil-Deligne « originel ». Nous reviendrons

sur ce point dans la section

Soit M un sous-groupe de Levi de G et posons A= (X*(ZM)IF)a:r) =X* ((ZMIF)m)). Dans |[Kot97|, Kottwitz a défini
un morphisme surjectif K, : M — A, tel que M (voir section est le noyau du morphisme M —» A/A . Par suite,
on obtient une bijection

g _Ir °

x(M)(_)((ZM F)(Fr)) :
POSTS 2 (M)=H! ((Fr),(ZMIF)O). Puisqu’onilppose G déployé, on a alors 2(M)= Hom((Fr),ZJi\’Z). Tout élément de
X (M) est identifié & un morphisme Wy — M, trivial sur I, a valeur dans ZJOW' On obtient ainsi une bijection entre

2 (M) et 2 (M), compatible avec la correspondance de Langlands pour les caractéres d’apres [Kall2, 4.5.2).

Définition 2.15 ([Hail4, 5.3.3]). — On appelle donnée cuspidale de G un couple (M, A) formé d’un sous-groupe de
Levi M de G et dun paramétre de Langlands A : Wy — M discret de M. On définit les relations d’équivalences

suivantes sur I’ensemble des données cuspidales de G. Soient (M;, A,) et (M5, A,) deux données cuspidales de G.On
dit qu’elles sont :

(i) équivalentes s’il existe g € G tel que : SMy =M, et A, =82,
(ii) inertiellement équivalentes s’il existe g € G et Ao € 2 (M) tels que : §M,=M,etA,= A1 xo-
On appelle paire cuspidale (resp. paire inertielle) de G une classe d’équivalence pour la relation (i) (resp. (ii)) et on

notera 2%(G) (resp. 8B°(G)) 'ensemble des classes d’équivalence pour la relation (i) (resp. (ii)). De plus, on notera
(M, 2) € ¥(G) la paire cuspidale (resp. [M,A] € 8%(G) la paire inertielle) définie a partir de M et A.

A tout paramétre de Langlands on peut associer son support cuspidal stable de la fagon suivante. Soit ¢ € ®(G)

un paramétre de Langlands de G. Considérons son caractére infinitésimal A4. Le centralisateur dans G d’un tore
maximal de Zz(4,)° est un sous-groupe de Levi M, 2, de G qui contient 'image de Ay et qui est minimal pour cette
propriété. Tous les sous-groupes de Levi de G qui contiennent minimalement I'image de A4, sont obtenus de cette
fagon. En particulier, ils sont tous conjugués sous I'action de Z5(A4)°. Par conséquent, Papplication

¢ »G) — NG)
¢ — (M, 2)

est bien définie et on notera 9 la composée de € avec la projection Q%(G) - B%(G).

Comme pour Q(G), 'ensemble Q2°(G) est muni d’une structure de variété algébrique dont les composantes connexes
sont indexées par %B°(G) et sont des quotients de tores complexes par 'action de groupes finis.

Soit i=[M,A]€ B%(G) une paire inertielle de G. On définit les objets suivants :

— un tore algébrique 7; ={(Ay)z;, x € X (M)}~ 2/(M)/2 (M)(A), o 2 (M)A ={y € Z(M)| Az =Ax)z};

— un groupe fini #;={w e Ng(M) |3y e Z(M),(“ Mgz =Ax)5} /M.
Le groupe fini #/; agit sur 7; et le quotient 7;/#; s’identific aux paires cuspidales de G dans 4, c’est-a-dire a la
fibre au-dessus de . par la projection naturelle Q%(G) - B°(G). Ainsi, 2°(G) est muni d’une structure de variété
algébrique dont les composantes connexes, indexées par L€ %B°(G), sont des quotients de tores algébriques complexes
par l'action de groupes finis. Ceci s’écrit

2(G)= || gy

AERB(G)
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Lapplication £ induit une partition de ®(G) suivant le support inertiel stable

oG)= || @G,

1EB(G)

-1
ou ®(G); = @ (4) désigne ’ensemble des classes de parameétres de Langlands de G qui admettent un support
cuspidal stable dans ..

Définition 2.6 ([Hail4} p.15]). — On appelle centre de Bernstein stable de G et on note 3%(G) 'anneau des fonc-
tions réguliéres sur Q(G) :
3*(G)=CI(G)).

La terminologie « stable » trouve son origine dans la volonté de faire agir un sous-anneau du centre de Bernstein sur

les distributions stables de G (voir [Vog93, §7], [Hail4, Rem. 5.5.4] et [SS13} §6]).

Conjecture 2.177 (de compatibilité de la correspondance de Langlands avec I'induction parabolique, Vogan
[Vog93, 7.18], Haines [Hail4, 5.2.2] )

Soit P un sous-groupe parabolique de G de facteur de Levi M. Soient o une représentation irréductible supercuspidale de
M et 7T un sous-quotient irréductible de i$(0). Soient ¢ : W, — M et ¢ Wy — G les paramétres de Langlands
respectifs de o et 1. A G -conjugaison prés, on a un plongement naturel M — G et on peut voir ¢, Wy — M—G
comme un paramétre de Langlands de G. La correspondance de Langlands devrait étre compatible avec l’égalité des caractéres
infinitésimaux suivante :

(9. )e =(24,)a-

Définition 2.18 ([Hail4, 5.1 & 5.3.3]). — Soit i = [M,A] € #B°(G) une paire inertielle de G. On appelle classe
infinitésimale (ou paquet infinitésimal) de A la réunion des L-paquets de paramétres admettant A pour caractére

infinitésimal et on note

mG)= || TG
Ped(G)
(A9)e=Ng

On appelle paquet inertiel de i la réunion des L-paquets de paramétres admettant A pour caractére infinitésimal a

un cocaractére non-ramifié prés de M et on note

mG)= || my6e)= || 1,6
Ped(G) (Al)ﬁeg,(;/%/,{
(Ag)e=(A2)e
xex (M)

3. Centre de Bernstein dual

Dans cette section nous allons conjecturer une propriété qui devrait caractériser les paramétres de Langlands
enrichis des représentations supercuspidales des groupes déployés. Le principal ingrédient de cette conjecture et des
constructions qui suivront est la correspondance de Springer généralisée. Nous énoncons donc notre conjecture sur
le paramétrage des représentations supercuspidales, nous vérifions que cette conjecture est vraie pour les cas connus
de la correspondance de Langlands, puis nous définissons une application de support cuspidal sur les paramétres de
Langlands enrichis. Ainsi, nous sommes en mesure de définir 'analogue galoisien de la décomposition et du centre
de Bernstein : le centre de Bernstein dual.

En reprenant les notations de la conjecture la conjecture de compatibilité de la correspondance de Langlands
avec 'induction parabolique implique que le caractére infinitésimal de ¢, ne dépend que du support cuspidal de 7.
Bien que o soit supercuspidale, la restriction & SL,(C) de ¢, n’est pas nécessairement triviale. Cette situation n’a pas
lieu pour GL,(F) et SL,(F) mais dans GSp,(F),Sp,(F) et SO5(F) elle peut se produire. Donnons un exemple.
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Exemple 3.1 — Considérons le groupe G =SO5(F) et le paramétre ¢ € ®(G) donné par Stdgop = RS, S U, XS,
de SO5(F), ou u; et U, sont deux caractéres quadratiques distincts de Wr et S, la représentation irréductible de
dimension 2 de SI,(C). Il définit un L-paquet constitué d’une représentation de carré intégrable qui est un sous-
quotient irréductible de induite v/, x t, ¥'/? x 1 et d’une représentation supercuspidale de SO5(F).

Reprenons les notations de la section précédentes et soit (M, 1) € O(G). Notons .Z(G) Pensemble des (classes de
conjugasion par G de) sous-groupes de Levi de G. Pour tout sous-groupe de Levi L de G et pour tout paramétre de
Langlands ¢ € ®(L) de L, notons IT,(L)cysp les représentations irréductibles supercuspidales dans le paquet I1,(L).

Supposons que la conjecture soit vraie. Soient 7 € I1](G) et ¢, € P(G) le paramétre de Langlands de 7. Soient
(L,7)€(G) le support cuspidal de 7 et ¢, € ®(L) le paramétre de Langlands de 7. Par hypothése, (14 )g=(A, )z =
(A)g et ainsi j%(ig(’r)) CII7(G). On obtient donc

mee || L] L s o

Lez(G) ¢<®(L) o€lly(L)eusp

o)e=Na

Linclusion réciproque étant immeédiate, et on obtient :

Proposition 3.2. — La conjecture de compatibilité de la correspondance de Langlands pour G avec Uinduction parabolique
(conjecture est équivalente @ ce que pour tout sous-groupe de Levi M de G, pour tout caractére infinitésimal discret

AWe— LM, ona:
=1 U U s

Lez(G) ¢<®(L) o€lly(L)eusp

o)e=Na

La correspondance de Langlands prédit un paramétrage d’un paquet I1;(G) par les représentations irréductibles du
groupe fini <9’¢G, qui est essentiellement le groupe des composantes du centralisateur dans G de I'image ¢. Notre but
dans ce qui suit va étre, en se donnant un caractére infinitésimal discret A: Wp — M , de déterminer « explicitement
» cette décomposition, c’est-a-dire de préciser les sous-groupes de Levi, les paramétres de Langlands qui apparaissent
en terme de paramétre de Langlands enrichis.

3.1. Conjecture sur les paramétres de Langlands des représentations supercuspidales. — Dans cette section,
comme son titre I'indique, nous conjecturons la propriété qui caractérise les paramétres de Langlands enrichis des
représentations supercuspidales. Pour commencer, remarquons les faits et les tautologies suivants. La correspondance
de Langlands prédit qu’une représentation (essentiellement) de la série discréte o de G admet un paramétre de Lan-
glands ¢, € ®(G) discret, c’est-a-dire dont 'image ne se factorise dans un sous-groupe de Levi propre de G. Puisque
cette caractérisation ne porte que sur le paramétre de Langlands ¢, tous les éléments du L-paquet I, (G) sont des
représentations de la série discréte. Le méme phénomeéne a lieu quand on remplace série discréte par tempérée. En
revanche, on sait (et on a vu) qu’il y a des paquets qui contiennent des représentations supercuspidales et des non-
supercuspidales. Ainsi, si on veut caractériser les paramétres de Langlands ¢ des représentations supercuspidales, on
devra nécessairement prendre en compte les représentations irréductibles de Irr(,?’wc). Dans ce qui suit on énonce une
conjecture concernant les paramétres de Langlands des représentations supercuspidales. Puisque qu’une représenta-
tion supercuspidale est en particulier une représentation essentiellement de la série discréte, son paramétre est discret.

Soient ¢ : W — G un paramétre de Langlands de G discret et & une représentation irréductible de 5/’;. Définissons
G
H<p :ZE(()D\WF)‘
On a I’égalité remarquable suivante
Zg(0)=Z5(P 1w Plsiy(c)
=225 )(Plsa(c))
=ZH§(S‘7\SLQ(C))-
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Ainsi, Ag(p)=Aps(@is,(c) et Aoy (P sy, c) est un sous-groupe distingué de ce dernier. Considérons le diagramme
suivant

Ape(Plsiye) —* S

I

Agy (@ siy(c)

Notons € la représentation irréductible de Apg(@s,(c) qui est la composée de & par la surjection Aye (@ sy, ) = ,9;6.

D’aprés |[Kot84} 10.1.1], HWG est un groupe réductif et un théoréme de Kostant |[CG10, 3.7.3 & 3.7.23] montre qu’en notant

Uy, =¢ (1,((1) {)) IS (ch)o, alors ZH9(‘P\SLQ(C)) est un sous-groupe réductif maximal de ZHg(uw). En particulier, on a :

Apg(Ps1,0) = Ang (Uy).
Définition 3.3. — Soient ¢ € ®(G) un paramétre discret de G, ¢ € Irr(ywc) et £ la représentation irréductible de
Ag(p) EAHE((P\SLZ(C)) zAHg(uw) décrit ci-dessus. On dit que
— ¢ est cuspidale lorsque toutes les représentations irréductibles de A(Hé;)o(uv,) apparaissant dans la restriction

de £a A[Hg)a(uw) sont cuspidales au sens de Lusztig (définition et on notera Irr(wa)cusp Pensemble des
représentations irréductibles cuspidales de prG ;

— ¢ un paramétre de Langlands cuspidal de G lorsque Irr(YWG)cuSp est non vide.

Conjecture 3.4. — Soit ¢ € ®(G) un paramétre de Langlands de G. Le L-paquet T1,(G) contient des représentations
supercuspidales de G, si et seulement si, ¢ est un paramétre de Langlands cuspidal. Si tel est le cas, les représentations
supercuspidales de I1,(G) sont paramétrées par Irr(wa)cusp. Autrement dit, il existe une bijection :

Hga(G)cusp A Irr(&”f )cusp-

Remarque 3.5. — La condition de discrétion de ¢ est nécessaire. En effet, prenons G = GL,(F) et soient 1, >

deux caractéres distincts de Wy. Définissons ¢ : W) — GI,(C), pour tout (w,x) € Wr x SL,(C), par p(w,x) =

diag(y;(w), y2(w)). Alors ¢ n’est pas discret (son image se factorise a travers un tore maximal de GL,(C)) et Hf ~
HG

(C*)?. La représentation triviale de yf = Ap, (1) ={1} est cuspidale (pour l'orbite unipotente 6; ) mais ¢ n’est pas

le paramétre d’une représentation supercuspidale de GL,(F).

On se propose de décrire la forme des paramétres de Langlands cuspidaux dans les cas du groupe linéaire, symplec-
tique et spécial orthogonal. Pour décrire la forme des paramétres et le calcul des divers centralisateurs, on se référe
4 |GGPW12|. On notera I° (resp. I°) un certain ensemble de représentations irréductibles de Wy de type orthogonal
(resp. symplectique) et S; la représentation irréductible de dimension d de SL,(C).

Proposition 3.6. — Pour un groupe linéaire ou un groupe classique déployé, les paramétres de Langlands cuspidaux (défi-
nition[3.3) sont :
— pour GL,(F),
@ : Wg — GL,,(C), irréductible (ou de fagon équivalente discret);
— pour SOy, 41 (F),
d?\' dﬂ'
Stdgoyp = @ @ﬂ:&Sm @@ngsza,l, Ynel®d,eN, VYrnel® d, eN¥
nel0 a=1 nels a=1

— pour Sp,,,(F) ou SOy, (F),

di’[ dﬂ'
Stdgop =P P RS, PP S, ¥rel® d, eN*, ¥nel’ d, eN.

nels a=1 nel0 a=1
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De plus, d’aprés la construction de la correspondance de Langlands pour GL,, par Harris-Taylor et Henniart et le théoréme
de Meglin qui décrit les paramétres de Langlands des représentations supercuspidales pour les groupes classiques, les
représentations supercuspidales de G sont paramétrées par (p,€) avec ¢ un paramétre de Langlands cuspidal de G et
e Irr(yf)cusp. Autrement dit, la conjecture est vraie lorsque G est un groupe linéaire ou un groupe classique déployé.

Démonstration. — Soit ¢ : W) — GL,(C) un paramétre cuspidal de G = GL,(F). Ecrivons la décomposition en
composante isotypique de la restriction a W de ¢,
¥ lwe = @TE@M’T’
nel

ou  est un ensemble fini de représention irréductible de Wr. D’ou,

H¢G =Za1,0@|w,)
~] [G6Lm,(©)
nel
ou m, =dim M. On peut donc écrire u, =(Uz)zer, OU U, € GL, (C) et se ramener a un étudier un seul facteur pour
Pexistence d’une paire cuspidale. Or, d’aprés la classification des paires cuspidales (voir table [2), ceci est équivalent
au fait que pour tout T € I, m; =1 et u, =1. Dot Zg c)(¢) = [ L.e; GLi(C). A présent, la discrétion du paramétre
impose que Z(GL,(C))° = GL;(C) soit un tore maximal de Zg (c)(¢), par suite I est un singleton et Zg (c)(¢)=GL;(C).

Ceci montre que, ¢ est un paramétre cuspidal de GL,, si et seulement si, ¢ est un paramétre de Langlands discret
trivial sur SL,(C).

Soit ¢ : W/ — Sp,,(C) un paramétre cuspidal de G = SOy, ,(F). Ecrivons la décomposition en composantes
isotypiques de la restriction & Wy de ¢,

Olw, = @ﬂ@Mn@m@Mﬂ @(ﬂ@ﬂv)ébMﬂ.

nelo nels melGL
Ainsi,
1o~ [ T5pn ©x [ J0n (@ [] oL ()
relo nels nelGL

D’apreés la classification des paires cuspidales (table [2), on obtient les conditions suivantes :
— pour t€1°, m,=d,(d,+1), d, eN;
— pour TE IS, mﬁzdi, d, e N*;
— pour TE I6L my;=1.

De plus, ¢ est de la forme (on rappelle que S; désigne la représentation irréductible de SL,(C) de dimension d),

d, d,
Stdgop = @@TL’ESM@@TC&SM_I @(ﬂ@nv).

nel0 a=1 nelS a=1 nelGL
Par suite, on trouve
dr! dﬂ
Zspo9)= | [ |@2o <] [] [@/2x | | cuc.
nel0 a=1 nels a=1 ne]GL

IGL

Puisque ¢ est discret, Zsp, (¢)(¢) ne contient aucun tore non trivial. Par suite, est vide et donc

Zsp,0l0)= [ | @r2n)™,

nelours

dr dy
Sth oY= @@ﬂgSZa @@TC&SZLZ—I‘

nel0 a=1 nels a=1

et

Ecrivons le bloc de Jordan correspondant a ce paramétre de Langlands

Jord(p)={(r,2),...,(%,2d, —2),(7,2d,), € I°}U{(7,1),...,(%,2d, —3),(%,2d,, — 1), T € I°}.
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Ainsi, Jord(p) est sans trou et de plus, nous avons décrit a la suite de la tablees caractéres cuspidaux 6‘3, 32’ et

/
Eg ", Ceux-ci correspondent exactement aux caractéres alternés du théoréme de Mceeglin . Réciproquement, un
bloc de Jordan sans trou correspond a ces partitions d’unipotents dans Sp,, (C) et SO,, (C) et les caractéres alternées
a ces caractéres cuspidaux.

Pour un groupe symplectique ou un groupe spécial orthogonal pair, c’est essentiellement la méme démonstration. [J

Supposons temporairement que G est un groupe réductif connexe défini et quasi-déployé sur F. La définition et
la conjecture ont toujours un sens dans ce contexte.

Lemme 3.7. — Soient M un sous-groupe de Levi de G et A: Wz — LM un paramétre de Langlands de M discret. Alors,
Zg(Ay =( JTF/IE) . En particulier, Zg;(A)° est un tore.

Démonstration. — D’aprés [Kot84, 10.3.1], Z5(A)° € Zz;. De plus, Zg(A)NZg = Z}%, d’ou Zz;(A) C ( ;15)0 Lautre
inclusion étant évidente, il y a égalité. O

Proposition 3.8. — On reprend les notations du lemme précédent. Si ¢ € ®(M) est un paramétre de Langlands de M
de caractére infinitésimal (A)z;, alors (@)g; = (A)gz. Ceci implique que le paquet infinitésimal et L-paquet défini par A
coincident :

IT; (M) =TI,(M).

De plus, toutes les représentations irréductibles de S5(M) sont cuspidales, c’est-d-dire

Il‘r(%M) = Irr(%M )cusp'

Démonstration. — Soit ¢ : W, — “M un paramétre de Langlands de M de caractére infinitésimal (A)g;, quitte a
conjuger par élement de M, ceci signifie que pour tout w € Wy, ¢(w,d,,)= A(w).

Par connexité, ¢(SL,(C)) € Zzz(¢ |y, )°. Limage par ¢ de Ty, = {(t fl), te CX}, tore maximal de SI,(C), est un tore
(éventuellement trivial) de Zz(¢ |, )°. Soit A un tore maximal de Zy(¢ |, )° contenant ¢(Tg,). Notons LL=Zy(A);
d’apreés [Bor79, 3.6] c’est un sous-groupe de Levi de LM qui contient minimalement I'image de ®|w,- Puisque pour
tout w € Wy, ¢(1,d,,)€EACL, on a pour w € Wy, (w) = ¢(w,d,,) € L. Par discrétion de A, "L ="M et @ |w, est
un paramétre discret de M. D’apreés ce qui précéde, Zg (|, )° est un tore. Limage de SI,(C) par ¢ est contenue
dans un tore, cette image est donc triviale. D’ou ¢ = A.

Soient ¢ € Irr(yAM) et £ € Irr(Ag;(A)). Puisque (H){VI)O = Zz7(A)° est un tore, la seule sous-représentation irréductible

o

M
de la restriction de & a Ay (1) est la représentation triviale et la paire (<€1(HA ) ,triv) est automatiquement cuspidale.
Dot Irr(#M) = Irr(SM)eusp- O

Remarque 3.9. — Cette proposition montre que la conjecture [3.4|sur le paramétrage des représentations supercuspi-
dales est compatible avec une propriété de la correspondance de Langlands, a savoir que le L-paquet d’un parameétre
discret A : Wy — LM n’est constitué que de représentations supercuspidales de M. Notons par ailleurs, qu'Heier-
mann dans [Hei06| construit sous diverses hypothéses les paramétres de séries discrétes non-cuspidales a partir du
paramétre de leurs support cuspidal. Sa construction montre que nécessairement la restriction a SI,(C) est non tri-
viale pour ces séries discrétes. Ainsi un paramétre discret trivial sur SL,(C) ne peut contenir que des représentations
supercuspidales. Dans [Hail4} 5.6.1], Haines prouve, en supposant (essentiellement) la conjecture de compatibilité
que IT(G) ne contient que des représentations supercuspidales, si et seulement G = M.

Nous introduisons la définition suivante afin d’éviter la répétition des phrases du type : «une supercuspidale dont le
paramétre de Langlands n’est pas trivial sur le facteur SL,».

Définition 3.710. — Soit 0 une représentation irréductible supercuspidale de G. On dira que 0 est ordinaire lorsque
son paramétre de Langlands est de la forme A : Wy — LG, c’est-a-dire trivial sur le facteur SI,(C). Dans le cas
contraire, on dira que o est orpheline.
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Remarque 3.71. — Par conséquent, les représentations supercuspidales ordinaires sont (conjecturalement) dans des
L-paquets ne contenant que des supercuspidales et les représentations supercuspidales orphelines sont dans des
L-paquets pouvant contenir des séries discrétes qui ne sont pas supercuspidales. La conjecture caractérise essen-
tiellement les représentations supercuspidales orphelines.

On suppose que G est un groupe réductif connexe défini et déployé sur F.

Définition 3.72. — On appelle donnée cuspidale enrichie de G un triplet (f,(p,b‘) formé d’un sous-groupe de Levi
L de G, dun paramétre de Langlands cuspidal ¢ : W, — L de L et d’une représentation irréductible cuspidale £ de

SZOL. On définit les relations d’équivalences suivantes sur 'ensemble des données cuspidales enrichies de G. Soient

(L, p1,€1) et (L,, 2, €5) deux données cuspidales enrichies de G. On dit qu’elles sont :

(i) équivalentes s’il existe g € G tel que : 8L, =L,, Po=8p et e~ e‘f;

4

(ii) inertiellement équivalentes s’il existe g € G et X2 € 2 (L,) tels que : 8L =1Ly, =80 s et &y €.

On appelle triplet cuspidal (resp. triplet inertiel) de G une classe d’équivalence pour la relation (i) (resp. (ii)) et on
notera Q%(G) (resp. %,*'(G)) 'ensemble des classes d’équivalence pour la relation (i) (resp. (ii)). De plus, on notera
(L, ¢,£)€Q(G) le triplet cuspidal (resp. (L, ¢, e]€ BS(G) le triplet inertiel) défini & partir de I, @ et e.

Comme pour Q(G), I'ensemble Q%(G) est muni d’une structure de variété algébrique dont les composantes connexes
sont indexées par #:'(G) et sont des quotients de tores complexes par I’action de groupes finis.
Soit/': (L, ¢,€]€ B(G) un triplet inertiel de G. On défnit les objets suivants :

— un tore algébrique 9{7;: {(W{)z, X € %(f)} ~ 2 (L)/2 (L)), ou Z(L)p)={x € X D) (p); =(¢x)i};
— un groupe fini 7@: {w GN@(E) [dy E%(E)’(WWZ =(px); " 53}/2

Le groupe fini % agit sur 9/ et le quotient %/ 7@ s’identifie aux triplets cuspidaux de G dans /, C’est-a-dire a la
fibre au-dessus de / par la projection naturelle Q'(G) - 25(G). Ainsi, 25(G) est muni d’une structure de variété
algébrique dont les composantes connexes, indexées par ;€ 9;'(G), sont des quotients de tores algébriques complexes
par l'action de groupes finis. Ceci s’écrit
wG)= || 7/,
FBG)

Définition 3.13. — On appelle centre de Bernstein dual de G et on note 3°'(G) 'anneau des fonctions réguliéres sur
OBYG) :
e

33(G)=Cl2(G)].

Contrairement a la décomposition de la section précédente, pour le moment, on ne sait pas associer a tout paramétre
de Langlands enrichi (¢,1) € ®,(G) un triplet cuspidal de G. Ce sera l'objet de la section suivante. La conjecture
ci-dessous établit le lien entre le centre de Bernstein et le centre de Bernstein dual.

Conjecture 3.14. — Supposons que pour tous les sous-groupes de Levi L de G, les paramétres de Langlands enrichis cuspidaux
de L sont les parametres des représentations irréductibles supercuspidales de L. Soient L un sous-groupe de Levi de G,
oW — L un paramétre de Langlands cuspidal de L, o € [y (L)eusp un représentation irréductible supercuspidale
paramétrée par € € Irr(wa)cusp. On note s = [L,0) € B(G) et j': (L, ¢,el € BNG). La correspondance de Langlands
induit des isomorphismes :
I,
t

w o — w

)

9

—_—
—

tels que pour tout t € T,, we W, :

)

g
I
b
=
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Cette conjecture énonce principalement que la correspondance de Langlands pour les représentation supercuspidales
des sous-groupes de Levi de G produit un isomorphisme

QG)~Q(G),

et donc

3(G)~35(G),
le membre de droite étant défini en terme de paramétres de Langlands. Par ailleurs, si s =[L,0] € %(G), I'isomor-
phisme T =~ % résulte de la correspondance de Langlands pour les caractéres et la compatibilité de la correspondance
de Langlands pour L avec les caractéres, c’est-a-dire, pour tout caractére y de L, rec; (0 ® y)=rec,(0)y.
La conjecture sera prouvée pour les groupes classiques au théoréme

3.2. Les groupes de Weil-Deligne. — Commencons par un rappel sur les deux notions de groupes de Weil-Deligne.

A Torigine, Deligne a introduit dans [Del73, 8.3.6] le groupe de Weil-Deligne comme le produit semi-direct
WDF = C A WFr

l'action de Wi sur C étant définie de la fagon suivante : pour tout w € Wg,z € C, wzw ™' =

(z,w), (z’,w’)e WD,

|w|z. Ainsi, pour tout

(2, w)(2', w)=(z +|wlz’, ww).
On reprend les notations précédentes et on note § I'algebre de Lie de G. Dans ce contexte, un paramétre de Langlands
de G est la donnée d’un couple (4, N) avec

— A:W;—G,un morphisme continu et dont 'image est constitué d’éléments semi-simples;
— N €7, un élément nilpotent tel que pour tout w € Wy, Ad(A(w))N =|w|N.

La relation d’équivalence sur ces couples est toujours la conjugaison par G, cC’est-a-dire (A,N) est équivalent a
(A/,N’), si et seulement si, il existe g € G tel que A’ =81 et N’ =Ad(g)N. Pour distinguer les deux notions de
parameétres de Langlands, on appelera les couples définis précédemment des paramétres de Langlands originels de G.

Rappelons que pour tout w € Wg, on note d,, = (lw(l)l/z lwl“,l,z) € SI,(C). A un paramétre de Langlands de G de la
forme ¢ : W — G, on définit un paramétre de Langlands originel (Ay,Ny) de G de la fagon suivante : pour tout
we Wg,
Ap(w)=g(w,d,) et Ny=dpls,c(5h)-
Réciproquement, & un paramétre de Langlands originel (A, N) de G on peut associer un paramétre de Langlands
de G de la forme ¢ : W — G. Pour cela, on note Kf = Zg(A|1,) le centralisateur dans G de I'image de I'inertie
par A, Eg ={x €@ | Vw € I, Ad(A(w))x = x} son algébre de Lie et f; = A(Fr). Lélément semi-simple f; normalise
A(Ir), il agit donc par adjonction sur 5. Pour @ € C, notons £5 (@) I'espace propre relatif a 'action de f; dans £
associé a la valeur propre a. La condition que N doit vérifier est donc équivalente & N € Ef(q_l). Lélément N € {%g
étant nilpotent, d’aprés le théoréme de Jacobson-Morozov, il existe un sl,-triplet (x, y, z), c’est-a-dire des éléments
Xx,y,z €5 vérifiant
[z, x]=2x, [z,y]==2y, [x,y]=2,
avec X = N. De plus, d’aprés un raffinement de Kostant du théoréme de Jacobson-Morozov (voir [GR10} lemma 2.1]),
on peut supposer que le sly-triplet (x, y, z) vérifie
xetf(q™"), zetj(1) et yeti(q).
Soit 1 : SI,(C) — (KAG)O le morphisme défini par le sl,-triplet (x,y,z). En particulier, on a }’(é %) = exp(N). On
définit un morphisme 4 : Wy — (KAG)O pour tout w € Wg, par

—1

Xo(w)=7r(dy)

1/2
Il est clair que y, est enticrement déterminé par 'image de Fr, c’est-a-dire par s, = Y(qo qg/z) = exp(10§q2).

Puisque b%qZ €j,(1), s = A(Fr) commute 4 s,. De plus, on a les relations

Ad(s))x=qx,Ad(s,)Y =q'Y.
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Ceci montre que x,Y et Z sont fixés par 'action adjointe des éléments de (Ay4)(Wr), donc y(SL,(C)) est contenu
dans Zz((Ax4)(Wr)). Ceci permet de définir ¢ : W — G pour tout w € Wg, x € SL,(C), par

d(w, x)=Aw)yy(whr(x).

On obtient ainsi une bijection entre les classes de paramétres de Langlands de G et les classes de paramétres de
Langlands originels de G (voir |[GR10, proposition 2.2]).

Dans ce qui suit nous montrons que des paramétres de Langlands pour W et pour W Dy associés, ont leurs groupes
de composantes du centralisateur de leurs images isomorphes. D’aprés un théoréme de Kostant, puisque K} est
réductif, Zgs (7) est un sous-groupe réductif maximal de Zgs (N) et Zgo (N)= Zso (r)U, ou U est le radical unipotent
de Zgc(N). De plus, N € (g™ et f; agit par conjugaison sur Zke(N). Le sous-groupe U étant caractéristique
ona fUf;' = U et d’aprés [Hum?75, Theorem 18.3] Zy(f;) est un groupe unipotent et connexe. Pour tout k €
Zggs (1), élément fok f; ! fixe le sl,-triplet (x, y,z) et cela montre que Zgs () est stable par f;. Par suite, Zg(A,N) =
Zeo(fnN) et Zgo (o N) = Zga(f3, )2y (f3). D'ow

Zg(AN)=Zg(9)Zy(fy) et Ag(A,N)=~Ag(@).

Afin de pouvoir appliquer certain résultats (essentiellement ceux de Lusztig [Lus88]|, [Lus95b] et [Lus95b|) on souhaite
remplacer f; par un élément semi-simple de l'algébre de Lie d’un certain groupe (qui n’est certainement pas K
puisque en général f; ¢ KAG). On note f; = s, £, la décomposition de I’élément semi-simple f) en produit d’un élément
semi-simple hyperbolique s, et elliptique f;. Ceci signifie par exemple que pour tout caractére rationnel y d’un
tore maximal qui contient f;, alors y(s;) € R% et y(t;) € S'. Soit N € §. Puisque f; agit algébriquement sur £,
Ne Eg(q_l), si et seulement si, Ad(£;)N = N et Ad(s;)N = g~'N. Notons

I =Zg(Alg,, 1) eti5 ={x €§|Yw € I, Ad(A(w))x = x et Ad(£;)x = x}.

Puisque f; normalise A(Ir), il normalise également K¢ = Zg(Al1,)- Ainsi, il existe n € I:I* tel que f" € Kf et en
particulier s}’ € Kf . Délément semi-simple §; commute & £, et la composante neutre ( ]f ) est d’indice fini dans ]AG.
Il existe donc une certaine puissance s;" € (]AG)O. Puisque s, est semi-simple hyperbolique, ceci implique s, € (]f )O.
Lintérét du paragraphe précédent est le suivant. A partir d’'un parameétre de Langlands originel (A, N), nous avons
défini trois groupes HY, J et Kf vérifiant H C J¥ C KF. Les éléments semi-simples f; et s, agissent de fagon
identique sur N. Par ailleurs, f ¢ Kf alors que s, € J; (il peut méme se descendre a I'algébre de Lie) et Hf =
Zye(5:)=Zis ).

3.3. Support cuspidal d’un paramétre de Langlands enrichi. — La correspondance de Langlands locale relie
les (classes de) représentations irréductibles de G et les (classes de) paramétres de Langlands enrichis de G. Nous
avons énoncé (et vérifié pour les groupes linéaires et classiques déployés) précédemment une conjecture concernant
les paramétres de Langlands enrichis des représentations irréductibles supercuspidales. Par la correspondance de
Langlands locale, il correspond a 'application de support cuspidal (et de support inertiel) une application de support
cuspidal (et de support inertiel) pour les paramétres de Langlands enrichis. Autrement dit, il existe une application

§:9,(G)— Q(G),
qui 4 tout paramétre enrichi (¢,n) € ®,(G), associe un triplet (f,np,e) avec L un sous-groupe de Levi de G, RS
®(L)cysp un paramétre de Langlands cuspidal de L et € € Irr(wa) une représentation irréductible cuspidale de
y(pL, au sens de la définition Par ailleurs, la correspondance de Langlands permet de définir une application

recg(G) :Q(G)— 2(G), qui a une paire cuspidale (L,0) associe (f,reci(a)). Ainsi, 'application de support cuspidal
pour les paramétres de Langlands enrichis devrait étre compatible avec la commutativité du diagramme suivant :

Irr(G) —<3 ,(G)

sCl |2

rec,

SEI(G)
2AG) — O(G)
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c’est-a-dire, pour tout 77 €Irr(G), en notant Sc(n) = (L, o) et reci (o) = (g, &), alors g;(rece (m)=(L, ¥, €).

Cette section est consacré a la définition du support cuspidal d’un paramétre de Langlands enrichi (¢,n) «
intrinséquement », c’est-a-dire uniquement en terme de paramétre enrichi (sans supposer la correspondance de
Langlands). Pour cela nous utilisons les techniques de Lusztig pour définir le sous-groupe de Levi et le paramétre
de Langlands cuspidal. Nous retrouvons (et nous nous inspirons) d’une construction similaire chez Lusztig (|[Lus88],
[Lus95a), [Lus95b|) et Waldspurger [WalO4| dans leur travaux sur la classification des représentations de réductions
unipotentes d’un groupe simple adjoint (voir notamment [Wal04, §2]).

Théoréme 3.15. — Soit G un groupe reductzfconnexe deﬁnz et déployé sur F. Soit (¢,n) € ®,(G) un paramétre de Lan-
glands enrichi de G. Il existe un sous-groupe de Levi L deG etun paramétre de Langlands cuspidal ¢ de L tels que :

— )L¢ = A(p N

— pour tout w € Wg, y4(w)e€ L;

— en posant pour tout w € Wg, y.(w)= y4(w)/ x,(w) alors y.(Wr) C ZE.

De plus, si L' et @’ sont respectivement, un autre sous-groupe de Levi de G et un paramétre de Langlands cuspidal de L' alors
ils sont conjugués par un méme élément de Zg(P |y, )° @ Leto.

Remarque 3.16. — Nous verrons dans la section suivante que dans le cas des groupes classiques on peut définir un
support cuspidal pour tous paramétres de Langlands enrichis, c’est-a-dire un triplet (L, ¢, £) € QY(G). Par ailleurs,
la construction est définie afin de satisfaire la conjecture de compatibilité entre I'induction parabolique et la
correspondance de de Langlands.

Démonstration. — Notons A le caractére infitinitésimal de ¢ et rappelons que pour tout w € Wg, yqs(w) =
0] (1,('”’51/2 |W(|)]/2))’ si bien que ¢ |y, =Ayy. De plus, on notera A(Fr)= s, 7, la décomposition de A(Fr) avec s; (resp.
t;) un élément semi-simple hyperbolique (resp. elliptique), H(pG =Zg@w,), I =ZgAL, $2), Ny = d(j)\SLZ(C)(g (1)),

Sp = Sa )¢ (Fr) et 1y z—b%. On a alors :

A5(¢)=AH§(N¢) — y,pG

I

Aoy (Ny)
Soit 7] la représentation de AH‘;; (Np) obtenue en tirant en arriére 1) et soit 1), une sous-représentation irréductible de
la restriction de 7] au sous-groupe distingué A(Hq;;]o(N,p).

HG o
La correspondance de Springer généralisée appliquée au groupe (H, q)G )° et au couple (‘61(\,¢¢) ,Mo) associe un triplet
HL o
((qu)f’,‘g][\,v"’) ,€p) avec (qu)° un sous-groupe de Levi de (H¢G)°, N, € hé et £ € Irr(A(qu)c(NW)) une représentation
y(Sg). Ainsi, on

cuspidale. Par ailleurs, on a vu que H¢G =Z},(sp) et d’aprés le théoréme de Steinberg, (H¢G ) =2 Jarg

peut appliquer la proposition [2.7] et d’aprés le théoréme de Jacobson-Morozov-Kostant, il existe un morphisme
0:SL,(C)— (H})"

tel que d@(g ) N, et pour tout t €C*, 9(0 [9 ) commute & ;.

Définissons les cocaractéres y, et y., pour tout w € Wy, par :

=0(d,) ") ye(w)=yp(w)/ x,(w),

si bien que I'on a une décomposition ¥ =¥y %c = Xc Xo-
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Puisque pour tout w € W,
Ad(Axp(W)N, =Ny, Ad(rp(W)N, = w| " Ny,  Ad(y,(w)N, =|w[™ Ny,
on en déduit que pour tout w € Wg, on a:
Ad(y(w))N, = Ny, Ad(AMw))N,, = |w|N,.
Par suite, on peut définir un paramétre de Langlands ¢ pour tout (w, x) € W}, par

p(w, x) = Aw)y,(w)0(x).

Lyo
9

D’aprés [Lus84, 2.8], puisque ‘61(% supporte un systéme local cuspidal, N, est un élément nilpotent distingué de th)
De plus, pour tout w € Wy I’élément semi-simple y.(w)e€ (H(if)" commute & N,,. Donc pour tout w € Wg, y.(w)€ Az.

On obtient ainsi,

Zys(Ap)=Zg(Ag, A%p) (Hé )’ =Zgy(Az)
=Zi(Axy) =Zi(Axy)
=Zi(Axexc) =(H, )
=Zi(Axy)
= va

De plus, d’apres [Lus88, 2.3.b)], A; est un tore maximal de Zy (0)°=Z;(Ay,, 0)° = Z;(p)°. Ceci prouve que
oW, —1I,

est un paramétre de Langlands discret de L. De plus, par construction, il est cuspidal et de caractére infinitésimal A.

Pour finir, expliquons pourquoi % ne dépend pas du choix de 7y. En effet, si on prend une autre sous-représentation
irréductible de 7], alors elle est de la forme 77, ou x € AH;' (Ng). Or, la correspondance de Springer généralisée pour
(le?)O est Hg—équivariante. Ainsi, orbite nilpotente associée a (*&,1;) est *%. Pour le cas des groupes classiques

qui nous intéressera dans la suite, c’est-a-dire lorsque (H(zf")o est un produit de groupes symplectiques, spéciaux
orthogonaux et linéaires, il y a au plus une orbite nilpotente supportant un systéme local cuspidal. Nécessairement,
_ L, G\° . . , . .
¥% = 6. En général, on peut supposer (H, P ) simplement connexe, puis le décomposer en produit presque direct
de groupes simples (et d’un tore central), on vérifie & I'aide de la classification des paires cuspidales décrite dans
[Lus84]),que *6 = 6.
O

Profitons d’étre dans ce contexte pour introduire les définitions suivantes.

Définition 3.77. — On reprend les notations précédentes. Soient ¢ : W) — L un paramétre de Langlands cuspidal
de L et ¢ : W/ — G un paramétre de Langlands de G. On note Hq)G =Z5(P|w,), H$ =Z7(pw,) et hg, hé leurs
algébres de Lie respectives. On dit que ¢ est adapté a ¢ si:

— ¢ et ¢ ont le méme caractére infinitésimal A ;

— pour tout £ €C*, ¢ (1,(} tgl))EHé;

— il existe une sous-algébre parabolique p = hé ®u de hg, admettant hé pour sous-algébre de Levi telle que :
Ny €p et Ny=N,+U (avec U €u);

Définition 3.18. — Soit ¢ : W, — L. On appelle cocaractére de correction du paramétre de ¢ dans G, tout
cocaractére ¢ : C* — ZE défini pour tout £ € C*, par :

¢(1,(5.%))
o (L5 %))

ou ¢ est un paramétre de Langlands de G adapté a ¢. On note alors j, : Wr — ZZ le cocaractére non ramifié de

c(t)=

W défini pour tout w € Wg par y,. = c(| w|™12),
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Remarque 3.79. — Le fait que c est a valeur dans ZE résulte du fait que les éléments de c(Wr) C (H saL)o commutent

a N, sont semi-simples et que N, est un élément nilpotent distingué dans hé.

Remarque 3.20. — La définition de ¢ montre qu’il y a un nombre fini de cocaractére de correction du parameétre de
¢ dans G. Plus précisément, ces cocaractéres sont uniquement déterminés (4 conjugaison prés) par l'orbite nilpotente
de Nj. Si on se place du point de vue du groupe de Weil-Deligne originel, notons A le caractére infinitésimal de ¢.
Les cocaractéres de correction de ¢ dans G sont en bijection avec les Zz(A)-orbites nilpotentes 0 C h,(g™!), tel qu’il
existe un élément N € 0 et une décomposition N = N, +U ot U est un élément dans le radical unipotent d’une
sous-algébre parabolique admettant I pour facteur de Levi.

Pour définir de facon satisfaisante le support cuspidal d’un paramétre de Langlands enrichi, il nous faut associer
non pas une représentation irréductible cuspidale de Az (,)(¢|s1,(c)) mais une représentation irréductible cuspidale
de Az () (¢ s1,c) = Az(p). Cest l'objet de la section suivante dans le cas ot G est un groupe classique.

3.4. Support cuspidal des paramétres de Langlands enrichis dans le cas des groupes classiques. — Explicitons
cette construction dans le cas qui nous intéresse et introduisons quelques notations. Le groupe G désigne I'un des
groupes suivants Spy(F) ou SOy(F), G son dual de Langlands. Avant de commencer, introduisons et rappelons le
calcul de centralisateurs des paramétres de Langlands. On note G, le groupe orthogonal associé si G est un groupe
spécial orthogonal et G.=G si G est un groupe symplectique.

Soit ¢ € ®(G) un paramétre de Langlands de G. On note I ’ensemble des (classes de) représentations irréductibles de
Wr qui apparaissent dans Stdg o ¢ |y,, et quon décompose I = I0UTSUIS, ou IO (resp. I8) désigne le sous-ensemble
de I formé des représentations de type orthogonales (resp. symplectiques) et 1" un sous-ensemble maximal de I
formés de représentations qui ne sont pas autoduales et tel que si 7 € I alors 7V ¢ I6L. Si bien que :
Stdg 0P|y, =P reM, PreM, P ren)eM,,
nelo nels nelGL

ou pour tout € I, M, est espace de multiplicité de 7.

En fonction du type de Getdenmel, M, est un espace orthogonal, symplectique ou totalement isotrope. Pour tout
n €1, notons G - le groupe des isométries de M. Pour étre plus précis, en notant m,; =dimM_, on a :

0,,(C) si (6 est un groupe spécial orthogonal et 7 € I°) ou (6 est un groupe symplectique et 7 € I°)
6(1),7( =4 Sp,, (C) si (G est un groupe spécial orthogonal et 7 € I) ou (G est un groupe symplectique et 7 € I°)
GL, (C) simelC

Par conséquent, A@((])\Wp) ~ Hﬂel ’G\(p,n. Notons Sy = @|g1,(c) et remarquons qu’a travers ce dernier isomorphisme, il

correspond 4 Sy, une famille de morphismes indexée par 77 € I qu'on note Sy ;. : SI,(C) — 64,,,?, si bien que

A (D)= Az (g, Do) = [4s,.(Sp)

nel

A présent, supposons que G est un groupe spécial orthogonal. Notons 9™ = {7 € I° | dim7 = 1 mod 2} et
19Par = {7 € [0 |dim7 =0 mod 2}. On obtient ainsi les isomorphismes :

Zs. (@)= | [ Om ©x ] [P (@ x [ | GLm,(©)

nelo nels melGL
Zs(@lw,)~S (]_[ omn(C)) [ Ispm.©x [ | GLm,(©
nel0 nels melGL
gs( 1 Omﬂ(C)> x [T 0m@x][8pm.(©x [ ] GLy(C)
e Oimp e J O pair nels nelGL

~Gpix || Gom

el Opair IS GL
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ou l'on a noté

6«1),1':8( l—[ Omn(c)):{(zn)e l_[ Om,(c)

me]Oimp e Oimp

l_[ det(z,)= 1}.

e O/imp
Comme précédemment, on note Sy ; : SL,(C) — 6¢,i le morphisme correspondant. En notant I’ = I si G est un groupe
symplectique et I’ = TOPar [ 1S 160 {i} si G est un groupe spécial orthogonal, on obtient :
Ag@)=] [4s,.(Sp.0)
nel’

Théoréme 3.21. — Soit G un groupe linéaire ou un groupe classique déployé. Il existe une application de support cuspidal :
2: ®,(G) — Qi‘(G)
(,n) — (L,y,8)

Cette application est surjective et respecte Uinduction parabolique, c’est-a-dire : si 5@(¢,n) =(L, v, &), alors (Ay)g =(Ap)z-

Démonstration du théorémel3.21 — Soient (¢,1) € ®,(G) un paramétre de Langlands enrichi de G et 7] € Irr(Ag(¢))
la représentation irréductible de Ag(¢) obtenue en composant la projection Ag(¢)—» §”¢G avec 7).
D’aprés ce qui précéde, isomorphisme HS =~ []

el Hth,n induit les décompositions suivantes : 1] ~ K7, ou

ﬁn € II‘I'(AH;K(S(Z,,H)), S¢ = (S¢,n)1rel' et Ao = ()(tp,n)nel’-

Soit 7w € I’. En utilisant la correspondance de Springer généralisée pour chacun de ces groupes (d’aprés Lusztig
pour les groupes connexes et 'appendice pour les groupes de type orthogonal) et la construction décrite dans la
démonstration du théoréme ‘ on associe a S, . et i, pour le groupe H, G,n :

— une sous-groupe de quasi-Levi Hén de Hgn;

— un morphisme S, . : SI,(C) — Hé,ﬁ
— une décomposition du cocaractére ¥y » = Yo,z Xc, 5

— une représentation irréductible cuspidale &, € Irr(AHé,,n(S%n));

HG
— une représentation irréductible p, € Irr( WH(ZI””).
¢,m

Aprés avoir interprété la représentation irréductible 7j de Az(¢) comme une représentation de AZa(qﬁ\WF]((mSIQ(C])’
nous avons associé a (¢, #]) un parameétre de Langlands cuspidal ¢ pour un certain sous-groupe de Levi L de G et les
données ci-dessus. A présent, nous allons parcourir le chemin inverse, c’est-a-dire interpréter les données associées
ci-dessus en terme d’une représentation irréductible de Az(¢) (et d’une représentation d’un groupe de Weyl étendu).

Soit A, le plus grand tore central de Hé‘ﬂ. Notons A ~ [ ], Ar le tore de G correspondant et L = Zz(A) le

nel’

sous-groupe de Levi de G correspondant. On obtient ainsi une décomposition H(pL > Leer Hé,n et on peut définir

S(p :(Sap,n)nel” X(p = (Z(p,r{)ﬂep et Y WF X SI—Q(C) - E .
(w, x) = Aw)y,(w)Sy(x)
On obtient alors Az(yp) = AHJ,(SQD) o [ AHJ‘,H(S%H)' Ceci permet donc de définir une représentation irréductible
cuspidale & de A;(p) correspondante a R,.c1.&,. Il s’agit de voir a présent que ¢ se factorise en une représentation de
wa. Lorsque G =S0;,,1(C), il n’y a rien a faire puisque son centre est trivial.
Soit e I’. Si Hgﬂ est un groupe symplectique, d’aprés [Lus95al 5.23], —1 agit sur #j; par le méme scalaire que sur &;.
Ainsi, n,(—1)=¢e,(-1). Si qun est un groupe de type orthogonal, la construction de la correspondance de Springer
pour le groupe orthogonal de la section permet d’affirmer que l'on a aussi 1,(—1) = £,(—1) et 7;(—1) = &;(-1).

A= =] [0 =] Jeat-1)=2(-1).

nel’ nel’

Par suite, & se factorise en une représentation irréductible ¢ de S’WL.

Ainsi, on a :
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Revenons a présent sur la représentation du groupe de Weyl. On a I'isomorphisme :

HS HES
WHL‘” ~ | | WHLW'
» o7

nel’
HS
Par suite, il correspond une unique représentation irréductible p de W,,,” correspondant a Rc; 0. O
4
Remarque 3.22. — Comme on peut le constater dans la preuve, le théoréme reste vrai pour les formes intérieures

pures des groupes classiques.

4. Paramétrage de Langlands du dual admissible des groupes classiques

Dans la section précédente, nous avons vu que les pour les groupes classiques, les paramétres de Langlands des
représentations supercuspidales correspondent aux paramétres de Langlands cuspidaux (définition [3.3). De plus,
nous avons construit une application de support cuspidal pour les paramétres de Langlands enrichis. Dans cette
section, on construit une paramétrisation de Langlands des représentations irréductibles. Cette construction est basée
sur la comparaison de deux algébres de Hecke qui paramétrent d’une part les représentations irréductibles dans
un bloc de Bernstein et d’autre part les paramétres de Langlands enrichis. Pour la premiére paramétrisation, nous
utilisons les résultats d’'Heiermann qui établit une équivalence de catégorie entre les représentations lisses dans un
bloc de Bernstein et les modules sur une algébre de Hecke affine étendue. Pour la seconde, nous utilisons les résultats
de Lusztig. Le lien entre les deux (plus précisément entre les algébres de Hecke graduées associées) se fait par
comparaison des fonctions parameétres des algébres de Hecke. Ceci sera une conséquence des travaux de Meeglin qui
explicite les points de réductiblités de certaines induites en terme de paramétres de Langlands.

4.1. Relation entre le centre de Bernstein et le centre de Bernstein dual. — Nous avons construit en terme de
paramétres de Langlands enrichis une variété Q%(G) qu'on conjecture étre isomorphe a (G). Nous vérifions dans
cette section que c’est le cas pour les groupes classiques déployés en prouvant le théoréme suivant.

Théoréme 4.1 — Soit G l'un des groupes SO (F) ou Spy(F). Soient s =[L,0] <€ B(G) et/: L, ¢,el€ BNG) le triplet
inertiel de G correspondant par la correspondance de Langlands. Notons Ts,ﬂg}, W;,“Wf les tores de Bernstein et groupes de

Weyl définis dans les sections précédentes. La correspondance de Langlands induit un isomorphisme T, ~ 90; De plus, les
groupes W et W ; sont isomorphes et les actions de chacun sur % et T, est compatible avec cet isomorphisme. Plus précisément,
ad

la conjecture est vraie pour G.

Démonstration. — Nous allons décrire explicitement W, et “/Vj Commencons par décrire W, en suivant les résultats
d’Heiermann |Heill, 1.12,1.13,1.15] et [Heil0, 2.2].

En reprenant les notations de I’énoncé, on peut supposer que

.
Lzl_[GL,,L_(F)[" xG' et o=mR..®ATRK..KT,R®...87, 87,
il N—— ~—
i=1 s ‘
avec 7; une représentation irréductible supercuspidale unitaire de GL, (F) et 0’ une représentation irréductible
supercuspidale d’un groupe G’ de méme type que G mais de rang semi-simple inférieur. Notons T, orbite inertielle
de 7;, c’est-a-dire T, = {miyx.xe %(GLni(F))}. On peut alors de plus supposer que (voir |[Heill, 1.13] et [Heil2, 4.1]) :
— pour tout i €[1,r], si Ty, = Ty, alors ; ~ 7y ;
— pour tout i, jE€[L,r],si i # j, alors T # T et T, # Ty s
— pour tout i €1, 7], ou bien il existe s € R* tel que 7;| |* X0’ est réductible, ou bien pour tout s €R*, 7;[[* %0’
est irréductible.
On peut ainsi distinguer trois cas de figure :
(i) Tn, = Toy, m; 7} et il existe s €R* tel que 71;||* X 0" est réductible;

(ii) Tr, = Ty, m; 7} et pour tout s €RY, ;| |[* x 0’ est irréductible;
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(ifi) Ty, # Trv.
Un élément m € [];_, GL,,(F)" peut étre décomposé (m; j)ieq,r],jeqe,)- Pour tout i € [1,r], j €[1,£; —1], notons
Si,j € Ng(L)/L dont l'action sur m permute les éléments m; ; et m; j,,. Notons s;,, € Ng(L)/L lorsque G est un
groupe symplectique ou spécial orthogonal impair et s;,, € N, (r)(L)/L lorsque G est un groupe spécial orthogonal
pair, I’élément dont I'action sur m échange m;, et Tml._il_.

On a une décomposition W, = W x R,. Le groupe W est un produit direct de groupe de Weyl W°;, avec pour tout
iefl,r]):

(si,j,j€[1,4]) si 7t; vérifie (i),  groupe de Weyl de type B,/ C,,
1) Wy, = (si,j,je1,£;—1], si,l,-si!i—ls;;) si 7t; vérifie (ii), groupe de Weyl de type Dj,
(sij,je€1,€;—1]) si 7; vérifie (i), groupe de Weyl de type A;,_;

Décrivons le groupe R; (voir |Golll} 1.5]) et pour cela, notons
C={ie[l,r]|m; vérifie (i)}, Cpur={i€C|n; =0 mod2} et Gy, ={i€C|n;=1 mod2}.

1l vient alors :

)
[ Ticc(sie,) si G =Spy(F) ou G =SOy(F) avec N impair

Ry=1 Tlicc(sie) si G=SOy(F) et L=GL, (F)'' x...xGL, (F)'r xSOy/(F) avec N pair et N’ >4
niecpai,“ili) x (Sl‘,[[_Sj,gj [i,j € Cimp) si G=SOy(F)et L= GL, (F)'t x...x GL, (F)'r avec N pair

On s’intéresse a présent au groupe 7//3 Notons A; = ZE et posons

D ={g<€G |3y e2(L)5pw, =9 w2} =18 € Zglp),) | gp(Fr)g " p(Fr) ™" € Az},

Alors, (Df)o = (Hg)° car HWG C Df et ils ont la méme algébre de Lie. Le groupe ZDé;(SO\SI,Z(C)) est ensemble des
éléments g € G tels qu'il existe y € 2 (L) et 8¢ = . Considérons
NZWG (<P\SL2(C))(AE'€) ={geNg(Ap)|dy e (L), fp=ypy, Se~e}
Les propriétés de & (unicité de sa restriction a Aoy (@ sy, () et le fait que ce soit un caractére) entrainent que
la derniére condition est automatiquement vérifiée. On a un morphisme évident NZDG(ngz(CJ](Az) - “Wg induit un
g
isomorphisme 7@ ~ NZDg (WsLZ(C))(Af' 8)/ZD$(90 ‘SLQ(C)).

Notons
W/;w = NZDé? (PlsL0)0 (AZ)/ZDvL “0 ‘SLz(C))c

- NZ(Hg)o(W ‘SLZ(C))D (AE)/Z(HWL)"(‘P ‘SLZ(C))O

~ Nyz_(o(Az)/Az-
Remarquons que ng est un sous-groupe distingué de ”Wg De plus, 7@‘."% est le groupe de Weyl du groupe réductif
Zz(p)°, admettant A7 pour tore maximal. Notons Zﬁ'“" le systéme de racines associé a (Zg(¢)°, Az) et Z;,go un sous-
ensemble de racines positives. Soit

R0 ={w e wZ;’w :Z;(p}.
Puisque ”/ﬂ;w agit simplement transitivement sur les systémes de racines positives, on a la décomposition suivante

W= Wi AR .

On peut choisir ¢ tel que pour tout y € @), =,,, €T

oz & Xjps OU de facon a ce que %}W soit maximal. Comme

précédemment on peut supposer avoir regroupé les représentations dans la méme orbite inertielle. Notons L=
[T, GL,,(C) x G’ le dual de Langlands de L. Pour tout i € [1, 7], soient

— 7; : W — GL,, (C) un paramétre de Langlands cuspidal de 7;;
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— ¢ W — G’ un paramétre de Langlands cuspidal de 0”;
— W — L un paramétre de Langlands de 0.

Décomposons Stdg o ¢ :

/

Stdgop =(mon))e...0(m en1))e...0(1,on)0...0(1, o1 )P

4 l,
.
=Ptimer) Dy’
i=1
Pour tout i € [1, r], notons 7, = {ﬂi)(,)( € %(GLni(C))} lorbite inertielle de 7;.

Soit I 'ensemble des représentations irréductibles de Wy apparaissant dans ¢, . On a vu qu'on peut décomposer
I=1°UI5UTI% Décomposons de la méme maniére Stdg, o ¢’ :

Stdgop’= P nwS,
(m,q)€lord(p’)

= @msn,

TEEI(;/

ou I, est ensemble des représentations irréductibles de Wy apparaissant dans ¢’[y,, (elles sont de type orthogonal

ou symplectique) et S; = @ Sy-
geN
(7,q)€Jord(¢’)

Pour tout 7 € I, notons

/ eN
= et m_= q ,
0 sinon s (7,q)eJord(¢”)

0 sinon

T

i I/
(@,- sime{n,ie[l,r]} 2 q simel,

Puisque ¢’ est sans multiplicité, il y a au plus un 7; qui apparait dans cette décomposition. Ainsi, nous pouvons

écrire :

Stdgoyp = @ 2l renRS,) @ l(neonY)

nelours melGL
Stdg oy, = @ (2 +m)) @E (mer’)
welouls me]GL

Pour tout 7 € I° LU IS, notons m, =2¢, + m; . On obtient ainsi :

Z@(SO(WF)EHEN et ZL S"\WF l_[

nel €l
avec
0,,.(C) si (G est un groupe spécial orthogonal et 7 € I°) ou (G est un groupe symplectique et 77 € I5)
G,= Sp,n, (C) si (G est un groupe spécial orthogonal et 7 € I%) ou (G est un groupe symplectique et 77 € I°)
GL, (C) simel
(C*)f= x 0,.(C) i (G est un groupe spécial orthogonal et 7 € I°) ou (G est un groupe symplectique et 7 € I°)
Ly,=1 (C*f=x Sp,n.(C) si (G est un groupe spécial orthogonal et 7 € I%) ou (G est un groupe symplectique et 77 € I°)

(C*)f= si e 6t

Remarquons que 7t; ¢ Jord(p’), si et seulement si, m/. = 0. Décrivons dans le tableau ci-dessous le systéme de racines,
ainsi que le groupe de Weyl (étendue) associé par la correspondance de Springer généralisée et les travaux de Lusztig.
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G, L, condition R | Req WZG" Vsz’
(=0 @ %) {1} {1}

Sp,n(C) | (C) xSp,,(C) | t£0,m=0| G | C | W W,
(#£0,m#0 | BC, | B | W W,

(=0 @ @ {1} {1}
0u(C) | (€)' x0,(C) | ££0,m=0| D, | D | Wy, | Wy, x(Z/2Z) | (%)

(#£0,m#0 | BC, | B, | Wy W,
6L(© ' (<1 o | o | {1} {1}
(=2 Apq | Ar | Wy, Wy, ,

Si ¥ ~ m;, soit {; un cocaractére non-ramifié, tel que (7;{;)¥ ~ m;Z;. On voit donc que le choix de 7; (resp. 7;{;
i i i q iSi iSi q p

contribue 4 un groupe de Weyl de type By .y, (resp. By, _, im:, ) (ou C ou D en fonction du type). Ainsi pour

maximiser “/ﬂ;w on pourra supposer m;i > m;r,-{,-' Cest ce qui correspond a la condition a,, 2 b, de [Heill, 1.7].
Enfin, si 7; =7, on voit que si (i x)Y #(m; x)Y, alors ce choix contribue a un groupe de Weyl VVAeni—l tandis que le
choix de 7} ~7; y contribue pour un groupe de Weyl WB%_ 2 V\/Alnf1 (ou C ou D). Ainsi, si 7, =7y, alors on peut
supposer 7T; ~ Y.
La condition imposée sur la forme de o, se traduit sur ¢ par :

— pour tout i €[1,r], si 7, = Ty, alors m; = 7Y, i.e. 7 est de type symplectique ou orthogonal;

— pour tout i, j€[1,r], si i # j, alors m; # 7 et 7T,~7é7'[\](;

’
il

— pour tout i € [1,r], si m; =7}, alors m/ > m
La forme particuliére qu’on a imposé & ¢ montre que “f@-z NZHg(SO\sLZ(CJJ/ZHéW\SL;(C))' Ecrivons a = (@i, j)icqr,jeqn el
pour tout i €[1,7], j € [1,£;—1], notons §; ; € Nz, ¢ (05,0 AL/ Z11 (P s1,(c)) dont Paction sur a permute les éléments

12
ajjeta;j, ets € NZHc*(w\SLZ(C))(AZ)/ZHj*(W\SLQ(C]) dont P'action sur a permute a; ¢, et a;}i. Laction de ces éléments

sur un paramétre de Langlands de L de la forme

ro{
PP(rijen), )Py’

i=1 j=1
est la suivante :

; ; < v VERY
— pour tout i €[1,r], j€[1,¢; 1], §; ; permute 7; j et 7; j,1 (et 7} ; et 7w}, ,);
— pour tout i €[1,r], 5, permute 7;, et 77, .

Ge.
La table précédente nous montre en particulier que 7@" est le produit direct de “/V; (=W ") et

L;[
G,
(8,7 €Le]) si I/Vz’ est de type By,/C,
- B N
(3) Wﬁ;i ={ GpielLbi=1], 50, Sie5,) s W, " est de type D,
G,
(8,5, j€1,¢;—1]) si W, est de type Ay,

Concernant 2 » notons

C={ie[1,r]|n; vérifie (+) dans le tableau précédent}, Cpay={i €C|n; =0 mod 2}, Cnp={i€C|n;=1 mod2}.
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1l vient alors :
4)

[Tica (i) si G =Spy(F) ou G=SOy(F) avec N impair
'%/: [Tice(Sie) _ siG=SOy et L= GL,;II(F)[l X ... X GLd]_(F)k' x SOp/(F) avec N pair et N’ >4

nfe% (i) (514,55, 18,j € Cimp) i G =SOp(F) et L=GlLy,(F)"' x...x GLy, (F)" avec N pair
On a un isomorphisme naturel Ng(M)/M ~ N@(I/\/I\)/]/W\ et en comparant et , puis et , on voit qu’il se
restreint en un isomorphisme W, ~ ‘W/ De plus, d’aprés la correspondance de Langlands pour le groupe linéaire, on a
X (GL,,(F))(7;) ~ 2 (GL,,(C))(t;). Ainsi, la correspondance de Langlands pour les caractéres et ce qui précéde montre
qu'on a une bijection T; ~ 7, envoyant oy sur ¢ ¥. Il reste a vérifier que laction de cette bijection est équivariante
pour les actions de W, sur T et de “/ﬂy» sur %
Si y est un caractére non-ramifié¢ de L qu’on décompose en (¥; ;), ou x; ; est un caractére non-ramifié de GL,, (F),
alors

— pour tout i €[1,r], j€[1,¢;—1],
(C® )" ey R BT Y 1 BT Y 8. BT Yy, RO

E"'f((p){):7'[1)(1’1@...@ﬂi)(i,j_,_l@ﬂ'i}(iyj@...@ﬂr){r’['@(pl
O fr) © O i O Y11y T A1
— pour tout i €[1,r],
(@@ )i ey g B BT Y, 1 R ) B R, g O

Sit; — v, —1 ’
Siti (W()—”1)(1,1@---@771‘)(13&—1@”ili,zi@---@“rlrlr6990
v, —1 v, —1 v, —1
O, Yy © @M Y, O Y1y T [

Ceci montre que la bijection T ~ % est équivariante pour les actions de W et VV/ Ce qui achéve la démonstration. [

4.2. Représentations et algébres de Hecke affines. — Soit s =[L,0] € 8(G). On suppose quon a décomposé
L et 0 comme dans la démonstration du théoréme précédent. Dans |[Heill|, Heiermann associe & la paire inertielle
s, une donnée radicielle basée W, = (A;,X,,AY,X7,A,) et des fonctions paramétres (au sens des algébres de Hecke
affine) (A,,A%), ot A, est un sous-réseau de A(L), ¥, un systéme de racines et A, une base de racines simples. De
plus, 'image de A} ®; C par I'application est isomorphe a T;.

On a des décompositions A, =@;_; A;; et T, =UI!_ ¥, ; en systémes de racines irréductibles. De plus, le groupe de
Weyl associé a X ; est W, et X ; est de type A, B,C ou D (voir [Heill} L13]).
Soit i € [1,7] et notons A,; = A;NY, ;. Si 0; est autoduale, soit {; un caractére non-ramifié de GL, (F) tel que
0;{; soit autoduale, non isomorphe a o;. Soit x;” €R, (resp. x;” €R,), Punique réel positif tel que o] |5 s o’ (resp.
0| Y x0’) soit réductible. On peut supposer que x;" > x; .
— Si X, ; est de type A, C ou D, pour tout a €A ;,
Aq(a)=1.
— Si X ; est de type B, pour tout @ € A, ; racine longue,
As(a)=1.
Si a; € Ag; est la racine courte, alors
Asla)=x+x;7, Alla))=x—x;.
On peut dés lors considérer l'algébre de Hecke affine ¢ définie par la donnée radicielle basée

U, = (As,i’Zs,i’AZ,i’ZZ,i’As,i)- C’est une C[v;"']-algébre associative unitaire (ot v; est une indéterminée) défi-

. L L. . . 21 s . T .
nie par les générateurs (Tw)wEW;i et (0;)rea,, vérifiant certaines relations qu’il n’est pas nécessaire d’expliciter (voir

[Eleill, 7.1]).
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Soient #; ordre du groupe cyclique X' (GL,,(F))(o;) = {){ e Z(GL,,(F))|lo~0o ®)(} et |, —qu- Ialgébre obtenue
par spécialisation de 'indéterminée v; en g'/2. Notons enfin

,
K= QY Hiy=gun et K, = 7 % CIR; ).
i=1

En notant Mod (%”5’ ) la catégorie des modules a droite sur J!, ona:

Théoréme 4.2 (Heiermann,|Heill, 7.7,7.8],|Heil2|). — I y a une équivalence de catégories
Rep(G), ~Mod (/).

De plus, cette équivalence de catégories préserve les objets tempérés et ceux de la série discréte.

4.3. Réduction i une algébre de Hecke graduée. — En introduisant les algébres de Hecke graduées, Lusztig a
montré quon pouvait étudier certains modules d’une algébre de Hecke affine en se ramenant a des modules d’une
algébre de Hecke graduée. Nous allons suivre ce procédé concernant I'algébre de Hecke affine étendue du théoréme
précédent.

On reprend les notations de la section précédente. On rappelle que T, ~ A, ®; C*. Notons t, =A! ®; C, t: =A,®;C
et t,r =A! ®7R. Soient r une indéterminée et S(t*) I'algébre symétrique de t:.

Soient { € T,, 0 = W,,-{ € T,/ W, lorbite de { sous W;. A la donnée radicielle %, et a I'orbite @, Lusztig a associé une
algébre de Hecke graduée H;,ﬁ qui est une C[r]-algébre engendrée par (f,,),ew,, S(t;) et un ensemble d’idempotents
orthogonaux (E;);cg, qui vérifient des relations faisant intervenir une fonction paramétre Uy, qui s’exprime en
fonction de A, et A%. Pour plus de précisions, voir [Lus89|, [BM93]| et en particulier [BC13| qui nous a été trés utile.

Par ailleurs, la construction suivante, permet en quelque sorte de supposer que l'orbite 0 est réduit 4 un singleton.

On définit la donnée radicielle basée suivante ¥, , = (As,Zs,g,AZ,ZZ‘g,As,g) par

1 sia’¢2A) |
+1 sia¥e 2/\\5/ ’

Tor= {aezs | ea(¢)={

+ +.
Zslg—Zs,gﬂZS,
Zz,gz{av,ans,g};
Agr= {a GZZC | @ n’est pas de la forme ' +a” avec o’,a” € Z::};

VVs,C = (sa’ ae A5,§>;

Ry ={wezy Q)| wsl, =5F,}
On peut considérer I’algébre de Hecke graduée étendue

H =H,zp, @ ClRs ]

/
5,4,#{
C’est une C[r]-algébre engendrée par (¢)wew, > (jr)rer,, et S(t;) vérifiant les relations :
— pour tout w, w' € Wz, ty by =ty s
— pour tout a €A », y €, 1, — 15, 5,(r) = rus(a)(r,a’) on
(@)= 224() si @’ &2A]
HADZ1 M@+ 21@)0-4(0) s @ €20

Soit {wy,..., Wy,} un ensemble de représentants de W,/Zy, ({) (avec w; =1). Pour tout i, j € [1, m], posons

n
Ei,j = twi’l E{ twj’ My = C[Ei,j]IQi,jém’ Cn :ZCELI et&= C[Ewi~§]1<i<m-
i=1
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w,
D’aprés [Lus89, 4.5], le centre de H,, est Z = (S(t;)@c Clr]®c 5) . Ainsi, tout caractére central w : Z — C
correspond a un élément (o, 1y) € t,/Zy, () x C. De plus, si @ : Z — C est un caractére central, nous noterons
Mod(H; ¢),, la catégorie des H 5-modules admettant w pour caractére central.

On suppose a présent que { € T; est un élément elliptique. Dapplication

e t,g®C — T, xC*
(vrp) — ({e”en)

est Zy, ({)-invariante et elle fait correspondre W;-({e”,e™) a Zy, (£)- (v, 1p). Ainsi, elle induit une bijection entre les
caractéres centraux de s, de partie elliptique dans @ et les caractéres centraux hyperboliques de H .

Théoréeme 4.3 (Lusztig). — Soient { € T, un élément elliptique, v € ty g, 1o > 1 un réel. Soient w = Zy, ({)- (v, 1p) un
caractére central hyperbolique de T, , et v =W -({e”,e™) le caractére central de S correspond d @ par Lapplication e .

1. [Lus89, 8.6] L'algébre M, est un algébre de matrices et on a un isomorphisme :
H;’g‘ o~ -//ln ®c H/s,{,‘u; = L//tn Q¢ (Hs,g‘u: A C[Rg‘g])

2. Le foncteur
F: MOd(H;,g,H:) — Mod(H, ,) ,
Voo— (gn ®c VY
est une équivalence de catégories et en tant que C[W,]-modules, F (V)= Indgﬁv oV
3. [Lus89, 9.3] 1 y a une équivalence de catégories
Mod(#),, ~ Mod(H,, , )z,
qui combinée avec la précédente donne lieu @ Uéquivalence de catégories

Mod(#}),, ~ Mod(H, : u:)ﬁ'
4. [Lus02, 4.3,4.4] Cette derniére équivalence de catégories, préservent les modules tempérées et ceux de la série discreéte.

A présent, on note ¢ un caractére non-ramifié unitaire de L. La fonction paramétre (i, associée a (A4, A%) est définie

de la fagon suivante : pour tout a € A,
224(a) sia’ ¢2A)
‘uC(a) = * Y, v
As(@)+AL(@)0_o(Z) sia” €27,
Puisque s,({)={, 0_,({)==1. Plus précisément,

si(c®)e~0

1
9—“@):{ —1 si(c®)#o

On peut décomposer Ay = @;_ | A;; = D;_, @é":lA,-yj, ou A;; est un sous-réseau de A(GL,) d’indice #;. Pour

tout v; ; € A;; ® R, notons ¢; ; = ($;j%,,,4""), Si,j = (vi,j, t:(10gq)/2), ¢ = (1), € = (S; ;). Solent w = W, - ¢
le caractére central de .7, de partie elliptique dans I'orbite de { et @ le caractére central hyperbolique correspondant.

D’aprés les résultats de Lusztig (Théoréme [4.3), on a une équivalence de catégories :

Mod(#),, ~ Mod(H, tui )@

induisant des bijections :
11(G),, = Ire( A7), «— Irr(H, i Yo

La premiére bijection résulte de I’équivalence de catégories prouvée par Heiermann, la deuxiéme par les réductions
dues a Lusztig.

Les valeurs de la fonction paramétre u, se lisent sur les diagrammes suivants (il s’agit du diagramme de Dynkin
associé 4 X; , =X,NX, ;) :
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type de ¥; ; | diagramme de Dynkin pondéré par u,(a), a €Z;

A o—O0—o0 o—o0

B, O—0—0 O —D0 si 0; €Jord(0”)
B, /G, 5 & & &% si 0; ¢Jord(0”)

2
2 2 2 2
D, o O O si o; €Jord(g”)
2

Table 3. Systéme de racines et paramétres associés a X; »

4.4. Classification en terme de module simples d’une algébre de Hecke graduée étendue. — Rappelons
briévement la définition des algébres de Hecke graduées associées a des triplets cuspidaux et le théoréme de

classification qui s’ensuit.

Soient H un groupe réductif connexe complexe, P = LU un sous-groupe parabolique de H. Notons h I'algébre de
Lie de H et p=1[+u celle de P. Soit ¢ C [ une L-orbite nilpotente supportant un systéme local irréductible cuspidal
L-équivariant noté .. Notons t=[L, ¢,.£] le triplet cuspidal correspondant.

Soient T le plus grand tore central dans L, c’est-a-dire T =Z; et t son algébre de Lie. On sait que W,/ = Ny(T)/L
est un groupe de Coxeter. Plus précisément, pour toute forme linéaire « : [— C, notons

be={Xebh|Vtet [t,X]=a(r)X},

son espace de poids. Notons
T={aet'|a#0,b,#0},

et

Yr={aeX|h, Cu}.
Soient P,,..., P, les sous-groupes paraboliques de H qui contiennent strictement P et qui sont minimal pour cette
propriété. Pour tout i € [1, m], notons L; le sous-groupe de Levi de P; qui contient L et X7 = {a € X | a|;;,)=0}. On
a alors [; Nu=@ 5+ by et = est un systéme de racines (non nécessairement réduit) dans t* qui est engendré par les
formes linéaires de thui sont nulles sur le centre de fh. De plus, X contient un unique élément a; tel que @;/2 ¢ .
Lensemble A={a,,...,a,,} est un systéme de racines simples de X. De plus,VVLH est le groupe de Coxeter engendré
par les réflexions simples s;, ou 5; est Punique élément non trivial de N; (T)/L.
Soit N € 6. Pour tout @ € A, soit u(a) > 2 le plus petit entier tel que

ad(N)“ @, nu— [, Nu,

est nul. Si & € A est conjuguée a @’ € A dans VVLH, alors u¢(a) = u(a’). La fonction y¢ : A — N est une fonction
parameétre dans le sens vu dans la section précédente.

Considérons I'algébre de Hecke graduée associé a ce triplet cuspidal. C’est le C[r]-module C[W]®¢ S(t*)®¢ C[r] que
Pon note H,, =H,, (t*,X). Elle est engendrée par (¢,,),cw et (¥)yce vérifiant les relations

— pour tout w,w’ €W, t,t, =t,,;

— pour tout @ €A, y €, vt, —t, 5,(v)=ruda)r,a’).

Soit x € h un élément nilpotent et soit Irr(A;(x)); 'ensemble des représentations irréductibles 7 de A (x) telles
que @H(‘gg,ﬁ) =t, ie. telles que (‘gf,ﬁ) soit associé par la correspondance de Springer généralisée a t. Soit
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(s,19) € h® C un élément semi-simple tel que [s,x] =2ryx. On a une injection de Ag(x,s) dans Ay(x) et on note
Irr(Ay(x, s))¢ ensemble des représentations irréductibles de Ay(x,s) apparaissant dans la restriction a Ay(x,s)
d’une représentation 7] € Irr(Ag(x));.

En utilisant des techniques de cohomologie équivariante, Lusztig définit des modules standards M(x, r, 5,17) qui sont
des H, -modules et qui vont classifier les objets que I'on veut. Pour étre plus précis, on a le théoréme suivant :

Théoréme 4.4 (Lusztig). — 1 [Lus88, 8.10] M((x, s, 15,1n) #0, si et seulement si, n € Irr(Agy(x, s));

2. [Lus86, 8.15] Tout H,, -module simple sur lequel 1 agit par ry est un quotient M(x,s,1y,1) d'un M(x,s,1o,1), ot
n €lrr(Ay(x, s))

3. [Lus86, 8.17], [Lus95b, 8.18] L'ensemble des classes de H,, -module simple de caractére central (s,1y) est en bijection
avec

'/ﬂ(s,ro) = {(x,n) |xe b, [s, x] :2r0x)nelrr(AH(x’S))t}

4. [Lus02, 1.27] Le Hut—module simple M(x,s, To,1)) est tempéré, si et seulement si, il existe un sly-triplet (x,y,z)
vérifiant [s,x]=21ox, [5,2]=0, [s,y]=—21,y et s—T1yz est elliptique. Dans ce cas, M{(x, s, 7o, 1) = M{(x, s, 7o, 1)

5. [Lus02, 1.22] Le H,,, -module simple E(x, S, Ty, N) est de la série discréte, si et seulement si, s et X ne sont contenus
dans aucune sous-algébre de Levi propre.

Décrivons le systéme de racines, le groupe de Weyl et les paramétres associés a un triplet cuspidal dans le cas des
groupes classiques. Ceci est complétement traité dans |[Lus88, 2.13].

H L partition R Rieq parameétres
(C©Y xSppl©) | (19x(24,...2d) | BG | B | &— & & &2 | N'>2
(e 2 2 2 2 2
(€ (1%) Cy Cy O—O0—0 o —o
(€Y xSON(C) | 19x(1,3,....2d+1) | B, | B | 53 3 2-afl |n>3
N-1 N1 2 2 2 2 2 . .
(c)= (17) By By O O ) o —o0 N impair
SOn(C) ’ -
2
2 2 2 2
N ¥ O—O0—0 ;
(C*)2 (17) Dy Dy N pair
2
Table 4. Systéme de racines et paramétres associé a un triplet cuspidal
Remarque 4.5. — Dans la table précédente, on a noté a la plus grande part de la partition non triviale, c’est-a-dire
a =2d dans le cas Spy(C) et a=2d +1 dans le cas SOy (C).
4.5. Paramétrage des paramétres de Langlands enrichis. — Soient G un groupe classique et 4= [L,p,¢]e BNG)

un triplet inertiel de G. On suppose que ¢ est normalisé comme précédemment. Soient { € Z'(L) (resp. y) un
cocaractére non-ramifié unitaire (resp. hyperbolique) de L.

On s’intéresse a tout les paramétres de Langlands enrichis (¢),17) qui admettent (L, p{ y,€) pour support cuspidal.
On note A =A,;, le caractére infinitésimal associé. Soit (¢,7) € ®,(G) tel que S(p,n) = (Z,(pé')(,s). On a vu quon
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avait alors A=A, =A,r, =@y, (}(}(;1. Puisque ¢ est en particulier tempéré, la partie elliptique de A est ¢y, { et
la partie hyperbolique est ){)(;1. Notons A(Fr) = s, t; la décomposition de I’élément semi-simple A(Fr) en produit de
Pélément semi-simple hyperbolique (resp. elliptique) s, (resp. #;). On rappelle qu'on a défini, en section [3.2] le groupe
JY = Zg(A|1,, t2). 1l se trouve qu'ici on a : J = H&. Soit 5 €% I'unique élément semi-simple hyperbolique de j} tel
que exp(s;)=s),ona:

Ag(@)~Ag(A, Ny)=Ajs(s1, Ny) et Ap(@lx)~Ag(A, Ny)= A5, Ny).

Considérons le triplet cuspidal t, = (]){“, (ﬁl\]ff,s) de ]AG.

On a alors
Hy _wit s
e é A . e ¢5: (_) = o .
%‘g 7@,( %/':’ 7@,5 WHé: VV];LL et 7@'\: VVv]f

Proposition 4.6. — Soit G un groupe linéaire ou un groupe classique. Soient/'G BNG) un triplet inertiel, o = 7@--(90 {y)e
%-/ 7@ un caractére infinitésimal avec { unitaire et y hyperbolique. On considére d’une part, Uensemble des paramétres de
Langlands enrichis ®,(G) ) qui admettent w pour caractére infinitésimal et d’autre part, Ualgébre de Hecke graduée étendue

Irr(H%Yu: X C[gi’%]) définie par le triplet cuspidal (]AL, ‘61\]5,3) €S de ]f. On a une bijection :

Irr(Hj;g,M{ X C[;%"j,g]) —®,(G),,
qui induit des bijections entre

Irr(H,y ,,, > C[,%%])z ‘—"I’e(G)(;,,w,z et Irr(H

na L X C[%f;g’])bdd — q)e(G)/,a),bdd-

Démonstration. — Comme précédemment, soit A=A, le caractére infinitésimal de ¢ y. Nous avons déja expliqué
que la donnée d’un paramétre de Langlands ¢ de caractére infinitésimal A est équivalent a la donnée de A et
Ny = d8¢ (8 é) De plus, on a: Ag(¢)= A]f(s;L,th). Par conséquent, ’'ensemble des paramétres de Langlands enrichis
(¢,n) de G de support cuspidal (L, p{y,€) est en bijection avec {(x,n)| x ejf,[ﬁ,x] =2ryx,n € Irr(A]AG(sA,x))t_,}

L
ou ty = []AL, ‘61{,51,8] € 5@@ Puisque ]f est un produit de groupes linéaires, symplectiques ou de type orthogonal, en

procédant comme dans la démonstration du théoréme et en utilisant les théorémes et [A.10] on obtient une
bijection :
Irr(Hﬂ,g,ﬂg X C[@fg]) «— (I)e(G)f,w'

Reste a voir que cette bijection envoie un paramétre de Langlands discret sur un module simple de la série discréte et
un paramétre tempéré sur un module simple tempéré. Le H i Cl% %]—module simple de caractére central (5, 1p)
associé (N¢, 1) est de la série discréte, si et seulement si, 5, et Ny ne sont contenus dans aucune sous-algebre de Levi
propre de j$. Or, si I'image du paramétre ¢, correspondant & (A, Np), se factorise a un sous-groupe de Levi M2L
de G, alors j3" est une sous-algébre de Levi de propre de jf qui contient 5, et Nj. Par conséquent, le paramétre de
Langlands ¢ est discret.

D’aprés le théoréme de Lusztig le Hf,;u: X C[%/;g]—module simple associé a (s, Ny) est tempéré, si et seulement
si, il existe un sl,-triplet (x, y,z) avec x = N tel que [sy, x] =213x, [$3,2] =0, [$3, y] =213y et 53 — 1z elliptique.
Puisque s, — 15z est un élément semi-simple hyperbolique, ceci est équivalent a 5, = ryz. En d’autres termes, ceci
signifie que )()(;1 = )((;1, C’est-a-dire y = ZW/X; = x.*. Puisque ¢ lwp = Plwp X Xe =P |w, ¢ ceci est bien équivalent
a ce que le parameétre ¢ est tempéré. O

4.6. Paramétrage du dual admissible. — Dans cette section, ayant fixé une paire inertielle s € (G) et un L-triplet
inertiel correspondant ﬁ'e %Zt(G), on établit une bijection entre les paramétres de Langlands enrichis dans ®,(G) y
et les représentations irréductibles dans le bloc de Bernstein Irr(G),. Pour cela, nous allons utiliser les résultats de
Lusztig concernant la classification de certains « paramétres » avec des modules simples d’une algébre de Hecke

graduée.
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Théoréme 4.7. — Soit G un groupe classique déployé. Soient s =[L,0] € B(G) et/: (L, ¢, e € BG) correspondant. On
a une bijection

I1(G)s = 8,(G),
induisant des bijections
(G — 20(G) 2,
et
(G )s temp < Pe(G) jpaa-
Démonstration. — On suppose avoir normalisé L, o et ¢ comme dans les sections précédentes. Lorsque tous les

nombres de torsions f; valent 1, on peut identifier % a un tore maximal de Zz(p)°. Sinon, on peut I'identifier a
I'image par z — z' sur chaque composante indexée par i. Ainsi, on peut définir la donnée radicielle basée lIlﬂ-
associée a ce groupe et ce tore maximal. D’aprés la démonstration du théoréme [4.1, par dualité on peut identifier W,

et \I!/.

-~

Soient ¢ € Z'(L) un caractére non-ramifié unitaire et { € (L) le cocaractére non-ramifié correspondant. Soient
¥ € Z(L) un caractére non-ramifié hyperbolique, w = W, - (0{ y) un caractére infinitésimal dont la partie elliptique
est dans l'orbite de W -(o{). Soit @ = “Wi--(cpé’ X ) le caractére infinitésimal correspondant (il faudrait ajouter & pour
étre plus précis). Notons w =Zy, - (s) le caractére infinitésimal hyperbolique correspondant avec s €t R- On a vu que

I’équivalence de catégorie du théoréme [4.2] et la réduction de Lusztig induisent des bijections :

Irr(G),, = Irr(A)) , — Irr(]HI'syéV,H: Yo

Puisque nous avons montré que % et T, sont isomorphes et que les actions respectives de 7@ et de W, sont
compatibles. Ainsi, U, , ~ qjy',é" En particulier, W, ; ~ “//%; et R, =~ %ﬁ-‘{. Puisque t} ~ t;. et X, r o~ Z%v, pour montrer
que l'algébre de Hecke graduée H s définie par Lusztig coincide avec H ., il suffit de montrer que la fonction
paramétre est la méme. D’une part, la fonction paramétre de M, , est décrite dans la table 3| et d’autre part,
la fonction paramétre de Hﬂ;;‘u: est décrite dans la table |4] D’aprés le théoréme de Meeglin sur les points de
réductibilités d’induites de cuspidales, on a : 2x = a,, + 1, ou a,, = max{a € N | (0,a) € Jord(o’)}. Ainsi, lorsque
o; € Jord(o”), alors a,, +1 est exactement la valeur apparaissant dans la table @} Ceci montre donc que les deux

algebres de Hecke graduée H, s, et H sont égales.

/;C Wy

En combinant les précédentes bijections avec celle obtenue a la proposition on obtient donc une bijection

Irr(G),, — 9,(G),.
O
Faisons quelques remarques a la suite de ce théoréme avant d’annoncer quelques conséquences.
Remarque 4.8. — La bijection entre I11(G),, et ®,(G),, ne suppose pas la correspondance de Langlands. Plus préci-

sément, ce qu'on a utilisé est :

(1) la bijection entre T et 7, qui est une conséquence de la correspondance de Langlands pour les caractéres;

J

(2) la bijection entre W et “Wﬁ obtenue par un calcul explicite ;

(3) la description des fonctions paramétres d’une part pour H, en terme de points de réductibilités d’induites
parabolique, d’autre part pour H L par les calculs explicites de Lusztig et le lien se faisant par un résultat de

Meeglin qui est trés difficile a obtenir.

Ceci montre en particulier, a posteriori, que si les L-paquets des groupes classiques sont paramétrés par les
représentations irréductibles de S-groupe, alors nécessairement les représentations supercuspidales sont paramétrées
par les paramétres de Langlands enrichis cuspidaux.
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En effet, pour commencer, dans le cas d’un tore T, on sait d’aprés la correspondance de Langlands pour les tores que
les paramétres de Langlands enrichis cuspidaux sont les paramétres des représentations irréductibles supercuspidales.
Ensuite, fixons un groupe classique G et supposons que pour tout groupe classique G’ de méme type que G mais de
rang semi-simple strictement inférieur a celui de G, les paramétres de Langlands des représentations supercuspidales
de G’ correspondent aux paramétres de Langlands cuspidaux enrichis de G’. Soit s = [L,0] € %(G) une paire
inertielle de G, ou L est un sous-groupe de Levi propre de G. Puisque L est un produit de groupes linéaires et d’un
groupe classique de méme type que G mais de rang semi-simple strictement inférieur, par hypothése de récurrence, le
paramétre de Langlands de 0 est un paramétre de Langlands enrichi cuspidal de L. Notons doncg‘z (L, ¢,ele BNG)
le triplet inertiel correspondant. En admettant le point (3) ci-dessus, le théoréme [£.7/ montre donc qu’on a une bijection
entre Irr(G), et @e(G)ﬂ. Ainsi, pour tout paramétre de Langlands ¢ € ®(G), la partie non cuspidale de Irr(y(pG)
paramétre une représentation irréductible qui n’est pas cuspidale. Par conséquent, les représentations supercuspidales
de G ne peuvent étre paramétrés que par des paramétres de Langlands enrichis cuspidaux.

En conséquence du théoréme précédent on obtient :

Théoréme 4.9. — La conjecture[2.77 est vraie pour les groupes classiques. Autrement dit, la correspondance de Langlands
est compatible avec Uinduction parabolique.

Démonstration. — En effet, nous savons grice aux travaux d’Harris-Taylor, Henniart, Scholze pour le groupe linéaire
et Arthur et Meeglin pour les groupes classiques que les paramétres de Langlands des supercuspidales sont ceux qu'on
avait prédit par la conjecture. Ce qui précéde décrit les paramétres de Langlands des sous-quotients d’une induite de
supercuspidale. Or, ces paramétres sont compatibles avec la conjecture. O

4.7. Changement de paramétrage dans un L-paquet, support cuspidal et généricité. — Soient G (les F-points
d’) un groupe classique, ¢ € ®(G),qq un paramétre de Langlands tempéré. Il existe un modéle de Whittaker m de
G et une représentation générique 7T, dans le L-paquet I1,(G). Par ailleurs, la théorie de 'endoscopie montre qu’il
existe une unique bijection

G
L:H,,,(G)—»Irr(yd) ),
telle que 7, s’envoie sur la représentation triviale de 3’¢G. Si 7y € y(G) est une représentation générique pour
un modéle de Whittaker m’, alors on dispose d’une autre bijection ¢" : II;(G) — Irr(yd)c) telle que /(7)) est la
représentation triviale. Les deux paramétrages sont reliés par un certain caractére ., n: Y(PG — C*, si bien que pour
tout 7 €T14(G) :
(1) =1(7T) ® Wy -

Ce caractére est décrit dans le cas des groupes classiques dans [GGPW12, §10] et nous rappelons sa description
ci-dessous.

Notons Vj I'espace sur lequel la représentation ¢ se réalise et décomposons Stdg o ¢ : Wy, — G — G V) :
Stdgop =P PrrS)eM, . PP rrS)eM, .0 P P((ren')=S,)e M.,
nel0 aeN nelS aeN nelGl aeN

ou M, , désigne I'espace de multiplicité de la représentation irréductible X S,. Soit z € Zz(¢) un élément semi-
simple. Cet élément définit un isométrie de V; qui se restreint en une isométrie sur chacun des sous-espaces de
multiplicité. Notons qu‘_l ={veV,|z-v=—v} et 9> la sous-représentation de ¢ sur V¢Z’_1. Ona:

o =P Prrs)eM o PP xS oMz o (P P((ren’)rs,)e M
nel0 aeN nels aeN nelGlaeN

1l s’ensuit que det(¢p* ') définit un caractére quadratique de Wy qui se factorise par WFab ~ F* et donc par F*/F*2.
Pour tout f € F*/F*?, notons

wy(2)=det(p* ' (f)).
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Comme il est expliqué dans [GGPW12, §4], w; définit un caractére quadratique qui se factorise par Ag(¢). Lorsque G
est un groupe symplectique ou spécial orthogonal pair (déployé), 'ensemble des orbites sous T des caractéres géné-
riques est un espace homogéne principal sous F*/F*?. Par conséquent, si m’= f-m ou f € F*/F*?, alors Wy mw = ;.

Proposition 4.70. — Pour tout f € F*/F*?, la restriction du caractére wy d A(H;)o((p ls1,(c)) est triviale.
Démonstration. — Décomposons la restriction de ¢ & Wy et pour tout z€ HS, on a :
Plw, =P reM, PreM, P (rern’)eM,,
nelo nels nelGL
o1y = P romzr Breni @ (ror)ors
nel0 nels melGL
Pour tout z € H¢G et 1€ IOUIS, on a: det(z,) = (—1)4m®") Ep particulier, pour z € (Hq?) et me IOUIS,

dim(M iﬂ'_l) est pair. Revenons a présent au calcul du déterminant de ¢ .

Pour tout z € Z(Hc)o((p lst,(c)) €t TE I°UIS, ona M* =@,en Sa IZM;T’;'_I et:
o

. . . : zr,a—1
det (@ (T®S,)® M;,n;,—l) — l_[ det(n)dlm(sa)dlm(MM) det(s, )dlm(n)dlm(Mw )

aeN aeN

= det(ﬂ')zaEN dim[sa)dim(M;vr;,uﬁl )
= det(ﬂ)dim(M;n,—l)

Pour tout z € Z(HG)°(¢ Ist,(c)) et pour tout 7€ 19U I5, dim(MZ=") est pair, donc det(m)dimMi) =1,
o

Ceci montre donc que pour tout f € F*/F*2, la restriction de wra A(HG)°(¢ ls1,(c)) est triviale. O
¢

Proposition 4.71. — Soient 7 € Ir1(G) une représentation irréductible de G et (L,0) € QUG) son support cuspidal. Soient
et V' deux bijections I14(G) — Irr(y(pG) correspondant au choix de modeéles de Whittaker. Soient 1) = L(r) et )’ = /(7). Soient
(L, v,€)€Q(G) (resp. (r, ¢’, &) € VNG)) le support cuspidal de (¢, n) (resp. (¢,1’) tel qu’il a été défini dans le théoreme
Alors (@ G -conjugaison prés), on a : L=T1" et p =,

Démonsiration. — En reprenant les notations de la proposition, on a vu que 1/ =1N® W, . Il résulte de la proposition
i / . . - 11z
que T)‘A Hqg;)"(‘i’\wz(w) =7 ‘A(Hcf(msunm)' Or, les constructions du support cuspidal détaillées dans la preuve du

9
théoréme [3.21| montrent que (la G-classe de conjugaison) de L et ¢ ne dépendent que n‘ A( c)°(¢\smcﬂ'
H

(4

O

Proposition 4.12. — Soit 0 une représeniation irréductible supercuspidale orpheline. Alors o w'est pas générique. De fagon
équivalente, une représentation supercuspidale générique est nécessairement ordinaire.

Démonstration. — Supposons que O est générique et soit (¢, €) « le » paramétre de Langlands enrichi de 0. Puisque o
est générique, alors £ = w pour un certain f € F*/F*2, D’aprés la proposition ‘ la restriction de w; a A(Hq?)o(uw)
est triviale. Par ailleurs, par hypothése, € est cuspidale. D’aprés la classification des systémes locaux cuspidaux de
Lusztig (ou par la correspondance de Springer ordinaire) il s’ensuit que u, =1. Ainsi, 0" est ordinaire. O

5. Comparaison des supports cuspidaux

En supposant qu'on a la correspondance de Langlands pour les représentations supercuspidales, nous avons défini un
paramétrage des représentations qui ne sont pas supercuspidales par les représentations irréductibles de S-groupe.
A priori, on ne sait pas que le paramétrage qu'on obtient et celui obtenu par les travaux d’Arthur coincident. Dans
cette section nous montrons que le support cuspidal qu'on a défini au théoréme est le méme que celui qui a été
défini par Meeglin et Meeglin-Tadi¢ dans [Mceg02] et [MTO2| pour les séries discrétes. Pour cela, on calcule d’abord
explicitement la correspondance de Springer généralisée pour les unipotents distingués des groupes symplectiques
et spéciaux orthogonaux. Ensuite, on relie nos constructions a celles de [Mceg02] et [MTO02]|. Puis, en utilisant les
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résultats de Meeglin ou de [Xul5| qui montre que le paramétrage de Mceglin coincide avec celui obtenu par les travaux
d’Arthur, on en déduit que le paramétrage qu'on propose est cohérent.

5.1. Groupe symplectique. —

5.11. Description combinatoire de la correspondance de Springer généralisce. — On note N = {0,1,...} Pensemble des
entiers naturels.

Soit N > 2 un entier pair. Notons Wy I'ensemble des couples (A, B) ou A (resp. B) est un sous-ensemble fini de N
(resp. N*) vérifiants les conditions suivantes :

— pour tout ieN, {i,i+1} ¢ Aet{i,i+1}¢ B;

— |A|+|B]| est impair;

— Dea@+ pep b= 3N +5(1A1+BI(Al+|B|—1).
Considérons la relation d’équivalence sur Ty engendrée par

(A, B)~({0}U(A+2),{1}U(B +2)),
et notons Wy I'ensemble des classes d’équivalences.
Soient (A, B),(A’, B’) € ¥y. On dit que (A, B) et (4’, B’) sont similaires lorsque
AUB=A'UB" et ANB=A'NB.
Dans chaque classes de similitudes, il existe un unique élément (Ag, By) dit distingué, ot Ay = {ay,...,a,1} et
B,={by,..., b,,} vérifiant
a<h<as<bh<..<a,<b,<a,..

Afin de décrire les éléments d’une classe de similitudes, nous fixons un élément distingué (Ag, By) € ¥y et nous
posons C = AyzAB,. On appelle intervalle de C tout sous-ensemble de C non vide I de la forme I = [i, j] tel que

i—1¢C, j+1¢C et i#0. Notons .# 'ensemble des intervalles de C et H 'ensemble des éléments de C qui ne sont
dans aucun intervalle. Ainsi, H =@ ou H = [0, h]. Pour tout a € Z(.#), notons
Aq= | UnA)U JUNB,)U(HNAL)U(A;NB,) et By= | | (INBy)U| JUINAL)U(H N B,)U(A,N By).
Ied—a Iea Ied—a Iea

Pour tout a € # (%), (Ay, B,) est similaire a (Ay, By). Plus précisément, 'application

P(F) — {classe de similitude de (Ag, By)}
a A— (Ae» By)

est une bijection. Par ailleurs, 2(.#) est un F,-espace vectoriel pour la différence symétrique A avec pour base
naturelle les intervalles formés d’un seul élément.

Soit p=(py,...,pr) = (qqu' ,...,q,:;””) une partition de N avec p; < ... < pi et up € Spy(C) un élément unipotent
paramétré par p. Rappelons qu’en notant A, ={g €p|q pair et r, > 1}, on a : Agp (c)(Up) = quAp(Zq> ~ (Z/2Z)%!,

Quitte a supposer p; nul, on peut supposer que k =2m est pair. Pour tout i € [1, k], définissons
p;=pi+(i—1).
Ainsi p] < p; <...<p,,. Dans cette suite, il y a exactement 7 nombre pairs (resp. impairs) 2y; <2y, <... <2},
(resp. 2y, +1<...<2y, +1). vérifiant
0SSN +1<y/+2< ) +2<y, +3<...<y,+m<y, +(m+1).
Définissons
Ag={0,y/+2,3,+3,...,y, +(m+1)} et By={n+1,+2,...,y,+m}

Alors (Ag, Bp) est distingué. Par ailleurs, on a une bijection entre I'ensemble des intervalles .4, de C = AzAB, et
A, définie de la fagon suivante. Ordonnons les éléments de %, de fagon croissante I,...,I; si bien que pour tout
i,je[l,fli.xel,yel;, i<j=x<y.Soit Ay={q,...,qy} une énumération croissante de A,. On a alors f = f’
et on fait correspondre I, & a,. De plus, |I,[=1, .
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5.12. Calcul de la correspondance de Springer pour les unipotents distingués. — Soit u € Spy(C) un élément unipotent
distingué admettant pour partition p=(py,..., pr). Les entiers p; sont distincts deux a deux, ont pour multiplicités

un et sont pairs. On a Ay ={p;,i € [1,k]} et Ag, (c)(u) ~ l_[le(zpi). Décrivons le u-symbole distingué associé a p et
sa classe de similitude.

— Si k=2m est pair, on a :

Spt1lsp+2<..<ppa+t2m—2<py,+2m—1.

2 i 42m—2 2 2m—2
2(p—)<2(p3+) ...<2(M) et (’;2)+1<2(%)+1<...<2(M)+1

2 2 2 2
D’ou
Agz{o,@u,...,@ni,. P om } et Bgz{ﬂ+l,...,%+2i—l,.. p2m1+2m—1}
2 2 2 2 2 2

C= {0 Py, &+2 Zl+ p22m+2m}

Les intervalles de C sont les singletons I; = {% + i} pour i € [1,k]. De plus, H = {0}, HN Ay, = {0},
HNBy=@ et AzNBy=
— Si k=2m—1 est impair, on a :

0SSP +1Sp+2Sp+3<... <Py +t2m—2<pypu+2m—1.

2D <o B ot <o Bt cn BER) (B o B o oo P2,

D’ou

Ay {0ﬂ+2 R Y pz';‘1+2m} et BQZ{I,%—FS,...,%-F%—I,. %um—l}

2 2 ’

C= {Olp 2] Pi p2r2nl

+2—+3 E+l+l +2m}

Les intervalles de C sont les singletons I; = {5 + i+ 1} pour i € [1,k]. De plus, H = {0,1}, H N Az = {0},
HNBy={1} et AyN By =0

Soit 1 € Irr(Asp, ()(1)). Le caractére 1) détermine une partie de .#, définie par @, = {1, | i €[1,7],n(z,)# 1}.
Proposition 5.1. — Le u-symbole (A,), B,) défini parn est :

— si k est pair

= | o || boe B= || ko [] g

i€[1,k] i€[1,k] i€[1,k] i€[1,k]
Mzp)=1  1lzy)=—1 Mzp)=1  1lzy)=—1
i pair i impair i impair i pair

— si k est impair

A, ={0}L |_| I |_| L e B,={1}u |_| LU |_| I.

i€[1,k] ie[1,k] i€[1,k] i€[1,k]
T](Zp,- =1 T](Zp,- )=—1 rl(zpi =1 rl(zpi )=—1
i impair i pair i pair i impair

Soit j € [L,k—1] et supposons que 1(z,) = n(zp,,). Posons N’ = N —p;—pj, (PP, =
(pl,...,pj_l,ﬁ},ﬁ;,pjﬂ,...,pk) (partition ou l'on a retiré p; et p;,;). Remarquons que lindice correspondant a
une part p dans (py,...,p{_,) a la méme parité que que I'indice correspondant a la part p dans (p;, ..., py).



CENTRE DE BERNSTEIN DUAL POUR LES GROUPES CLASSIQUES 43

Proposition 5.2. — Soit u’ € Spy,(C) un élément unipotent distingué admettant pour partition p’ = (p;,..., p;_,)- Le
groupe Agy c)(u’) est un sous-groupe de Ag, (c)(u) et on considére )’ la restriction de 1 @ Agp, ,c)(u'). Le u-symbole
(A, By) défini parn’ est :

— si (] est pair et (2, )=1) ou (j est impair et (2, ) =—1) alors :

An’:{ A,—1I; sz:k[.mir . o B /:{ B,— I sz:k[.mz'r .
Ap—Ijy  sik impair B,—1I; si k impair

— si (] est impair et 1)(z,, ) =1) ou (j est pair et 1(z,)=—1) alors :

A= Ap—1Iip sz:k[-)air . o B B,—1; sz:k[.ml'r -
A,—1I;  sik impair B, =1 sik impair

En particulier, les u-symboles (A, By) et (A, B) ont méme défaut
d) =|A,|—IB,|=1Ay|—|B,|= d,’7,.

Proposition 5.3. — Le défaut du u-symbole (A,), B,) est

k

1 +Z(—1)in(zpi) si k pair
d = i=1 .

n k
Z(—l)”ln(zpi) si k impair
i=1
Démonstration. — Si k est pair remarquons pour tout i € [1,k], I; CA, & (—l)in(zpi)z let;CB, & (—l)in(zpi):
—1. 1l s’ensuit

Al =1+ E (—1)'n(zp,), |Bn|=—§ (—1)'n(zp,) et d/_1+§ 1)'1(z,,)-
ie[1,k] i[1,k]
IicA, I;cB,

Si k est pair remarquons pour tout i € [1,k], I; C A, <=>(—1)i+1n(zpi)= letI;CB,< (—1)i+1n(zpi) =—1. 1l s’ensuit

k

Agl=14 D (D™ n(z,), 1Bl=1— D (=1)'n(z,) et d)=> (~1)*'n(z,).
ie[1,k] ie[1,k] i=1
IiCA,] IiCBr)

Pour tout entier impair d’ € Z, notons p5, la partition de d’(d’—1) définie par

s (2d’—2,2d —4,...,4,2) sid' =
a | @d|,2|d-2,...,4,2) s1d<

Appelons procédé d’élimination le procédé décrit pour obtenir (u/,1n’) a partir de (u,7). Puisque la longueur de la
partition associée a u’ est strictement plus petite que celle associée a u, il est clair qu’en appliquant autant que faire
se peut le procédé d’élimination a partir de (u,7) on obtiendra une partition = (f,..., ;) de N =B +...+ p; et
un couple (I, 7]) tel que pour tout i € [1,k—1], 7(z3) # 71(zp,,,). Le couple (%, 1)) ne dépend pas du choix des parts a
chaque étape et on a vu dans la proposition |5.2| que les u-symboles associés a (u,7) et (u/,1’) ont le méme défaut.
Par conséquent (u,n) et (%, 1)) ont méme défaut dr’). D’aprés [Lus84, 12.4], la correspondance de Springer généralisée
associe a (u,n) (resp. (&, 1)) :
N—a (@) a1
7 X Spyay-1)(C) (resp. (C*) 7 xSp gz, 1y(C));
N—d 1;}(11,, 1) N—dj(dp-1)

) x pf;l',7 (resp. (1

— le sous-groupe de Levi (C*)

— Tlorbite unipotente correspondante a la partition (1

)XPZ;])Q

— la représentation irréductible cuspidale EZT,,( 4 (resp. € (- 1))
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Proposition 5.4. — Soit d, €N Uentier tel que 2d,, soit la plus grande part de 'zsi,;' Ona:

dn={ k—1 sifj(z5)=1

k sif)(zp)=—1
Démonstration. — D’aprés la propositio on voit que :

1-k sifizp)=1
1+k sifjlzp)=—1

ko siffzz)=1
—k sifiz)=-1 "

Enfin, si d7/7 > 1 alors d,, = d7’7—1 et si dr’) <1alors d, =—di’7. O

si k est pair : d,'7 = { , sik est impair : d; = {

5.2. Groupe orthogonal. —

5.2.1. Description combinatoire de la correspondance de Springer généralisée. — Soit N > 3 un entier. Notons W, I'en-
semble des ensembles {A, B} ou A et B sont des sous-ensembles finis de N vérifiants les conditions suivantes :

— pour tout ieN, {i,i+1}¢Aet{i,i+1}¢ B;
— Yaea@+2pepb=3N+5((1AI+|B|=1F-1).
Considérons la relation d’équivalence sur Wy engendrée par
{A, B}~ {{0}u(A+2),{0}U(B+2)},

et notons Wy, 'ensemble des classes d’équivalences.
Un élément de W}, de la forme {A, A} sera dit dégénéré; les autres éléments seront dit non-dégénérés. Soient
{A, B}, {A’, B’} € Wy,. On dit que {A, B} et {A’, B’} sont similaires lorsque

AUB=A'UB’ et ANB=A'NB.

Dans chaque classes de similitudes, il existe un unique élément {Ag, By} dit distingué, on Ay = {ay,...,ap} et
By={bi,..., b, } avec si N est impair m’=m+1, si N est pair m’ = m, vérifiant

a,<Sh<a<bh<..<a,<b,etb,<ap.siN estimpair.

Afin de décrire les éléments d’une classe de similitudes, nous fixons un élément distingué {Ag, By} € ¥}, et nous
posons C = AyzAB,. On appelle intervalle de C tout sous-ensemble de C non vide I de la forme I = [i, j] tel que
i—1¢C, j+1¢C. Notons .# I’ensemble des intervalles de C et H I’ensemble des éléments de C qui ne sont dans
aucun intervalle. Ainsi, H =@. Pour tout a € Z(.¢), notons
A, = U (1mAQ)uU(mB@)u(HmAQ)u(AQmBQ) et B,= U (IOBQ)UU(IﬁAg)U(HﬁAQ)U(AQOBQ).
Ied—a Iea Ied—a Iea

Pour tout a € Z (%), {Ay, B,} est similaire & {Ag, By}. Plus précisément, 'application

P(F) — {classe de similitude de {A4, By}}
a A {Ag By}

est une bijection. Par ailleurs, 2(.#) est un F,-espace vectoriel pour la différence symétrique A avec pour base
naturelle les intervalles formés d’un seul élément.

Soit p = (p1,---,px) = (qqul,...,q,:’l"") une partition de N avec p; < ... < pr. On dira que p est dégénérée si
toutes ses parts sont paires et de multiplicités paires. Dans ce cas ... Si p n’est pas dégénérée, soit u, € Spy(C)
un élément unipotent paramétré par p. Rappelons qu’en notant A, = {g € p | g impairetr, > 1}, on a :
Aso,c)(tp) = l_[qup<Zq>/(l_[qup Zg) ~ (Z/2Z)*'. Quitte a supposer p, nul, on peut supposer que k a méme
parité que N. Pour tout i € [1, k], définissons
p;=pi+(i—1).
Ainsi p{ < p; <...< pj;. Dans cette suite, il y a exactement [%] nombres pairs et [%] nombres impairs 2y; <2, <
<o <2)1x7 (resp. 27 +1 <...<2y/\.,+1) vérifiant
2 (5]
/ / / k k . . . 1 /
0SNHI< Yy +2< p+2< ), +3 <. S Yt o[- Sy[@ +| = [-1et si N est impair y1 4, +=(k—1)—1< y;
' 2 [£] M2 2072 3

1
= +=(k+1)-1.
5 y+ok+l)

k+1
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Définissons
;o , k+1 k
Agz{yl,y2+1,...,y[%]+ > —1} et Bgz{yl,y2+1,...,y[§]+ 3 —1}L

Alors (Ag, By) est distingué. Par ailleurs, on a une bijection entre A, et .%, définie de la fagon suivante. Ordonnons
les éléments de .%, de facon croissante I,..., I si bien que pour tout i,j €[1,f],x€l;,y€l;, i<j=x<y.On
a Ap={q €p|q pair et 1, > 1}. Soit A, ={q,,..., Gy} une énumération croissante de Ap. On a alors f = f’ et on
correspondre I, & a,. De plus, |I,|=T1,,.

5.2.2. Calcul de la correspondance de Springer pour les unipotents distingués. — Soit u € SO (C) un élément unipotent
distingué admettant pour partition p =(py,..., px). Les entiers p; sont distincts deux a deux, ont pour multiplicités

N . k k .
un et sont impairs. On a Ap = {p;,i € [1,k]}, Ao, () ~ [ [;_,(2p,) et Aso, () =i ,(2p)/(2p, - 2p,). La parité
des p; implique que k=N mod 2. Décrivons le u-symbole distingué associé a p et sa classe de similitude.

Ona:
ns<p+lsp+2<...<p+k-2<p+k-—1.

2 2 2
D’ou
-1 —1—3 Do) —3 k+1 +1 ,—3 Pope1—3 k
pp=ipl Pz, EED +2[ ]—1 et By=1P2 ,...,p21—+2i,...,L+2[—]
2 2 2 2 2 2 2 2
—1 +1 —3 -3
C:{mz +1, 22 +2,...,plT+i—1,...,pk2 +k—1}.

Les intervalles de C sont les singletons I; = {2 +i—1} pour tout i € [1,k]. De plus, H =@, HNAy=@, HN By =&
et AzNBy=0.

Soit 1 € Irr(Ago,(c)(4)). On voit le caractére ) comme un caractére de Ao, (c)(¢) trivial sur (z,, ...z, ). Le caractére n
détermine une partie de .%, définie par a, ={I,, | i €[1,7],n(zp) #1}.

Proposition 5.5. — Le u-symbole (A, B,)) défini parn est :

A= || nu || I e B= || nu || 1

i€[1,k] i€[1,k] i€[1,k] i€[1,k]
NMep)=l  nlzy)=—1 Nzp)=l  1lzy)=—1
i impair i pair i pair i impair

Soit j € [l,k—1] et supposons que n(zy,) = n(z,,,). Posons N = N —=p;j—=pi, (P-0Piy) =

(P1y+- s Pj=1,Pj» Pj+1, Pj+1>---» Pi) (partition ou l'on a retiré p; et p;,;). Remarquons que I'indice correspondant a
une part p dans (p;,...,p;_,) a la méme parité que que I'indice correspondant a la part p dans (p;,..., pe).

Proposition 5.6. — Soit u’ € SON/(C) un élément unipotent distingué admettant pour partition p’ = (p;,...,p{_,). Le
groupe Ao, (c)(U') est un sous-groupe de Ao, (c)(u) et on considére )’ la restriction den) d Ao, c)(u'). Le u-symbole (A,,, B,)
défini par ) est :

— si (] est pair et 1)(z,)=1) ou (J est impair et 1)(z,)=—1) alors :
Ay=A,~I;;y e By=B,—I
— si (] est impair et 1)z, )=1) ou (J est pair et 1(z,)=—1) alors :
Ay=A,~1I; e By=B,—I,
On a :|A,|—|B,|=|Ay|—|By|. En particulier les u-symboles {A,), B} et {A,/, B/} ont méme défaut

d, = 1A= 1By || = | Ay |~ 1By | = d,.
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Proposition 5.7. — Le défaut du w-symbole {A,), B} est
k .
dy=| > 0"tz )|
i=1

Démonstration. — Remarquons pour tout i € [1,k], I; C A, & (—1)'*'n(z,) =1 et I; C B, & (—1)"*'n(z,) =—1. 11

s’ensuit

k
Agl= D0 D" n(z,), 1Byl== D (-1)n(z,) et d;,=(Z(—1)i“n(z,,i)\.
i€[1,k] i€[1,k] i=1
I;CA, I;,CB,

Pour tout entier naturel d € N, notons pg la partition de d? définie par
po=(d—1,2d-3,...,3,1).

Appelons procédé d’élimination procédé décrit pour obtenir (u/,7)') a partir de (u,7). Puisque la longueur de la
partition associée a u’ est strictement plus petite que celle associée a u, il est clair qu’en appliquant autant que faire
se peut le procédé d’élimination a partir de (u,7) on obtiendra une partition p = (p,..., i) de N = pLt...+ppet
un couple (%, 7]) tel que pour tout i €1, k— 1], (z5,) # N)(z,,)- Le couple (i, 7)) ne dépend pas du choix des parts a
chaque étape et on a vu dans la proposition que les u-symboles associés a (u,n) et (¢/,n’) ont le méme défaut.
Par conséquent (u,n) et (%, 1)) ont méme défaut d. D’aprés |Lus84} 13.4], la correspondance de Springer généralisée
associe a (u,n) (resp. (&,1)) :
ar N-a?
2

— le sous-groupe de Levi (CX)MTU X SOd;]z(C) (resp. (Cx)il X SOd;Iz(C));

N-dj? N-af?
— lorbite unipotente correspondante a la partition (172 ) x p% (resp. (172 BE pg},});

(0]

. . N . . fo)
— la représentation irréductible cuspidale & az (resp. € d,;z)'

Pour harmoniser les notations avec le cas symplectique, on notera aussi d, € N Pentier d;]. D’apreés la proposition

on voit que : dy =d) = k.

5.3. Supports cuspidaux. — Soient ¢ € ®(G), un paramétre de Langlands discret d’'un groupe classique G et
n €Irr(Ag(¢)). Décomposons
Stdgop =PnwS,,

nel
ou [ est ensemble des représentations irréductibles de Wy apparaissant dans @|y,, et S; la représentation de SL,(C)
correspondante au facteur 7 € I. En prenant le centralisateur de ¢ dans le groupe orthogonal correspondant si G est
un groupe spécial orthogonal, on a vu qu’on a une décomposition :

Ag@)=] [4c.(8:) et n=RBcm..
nel
Notons Jord(¢) le bloc de Jordan de ¢. Pour tout © € I, notons n, la dimension de 7, m, la dimension de S,
et d, € N Dentier tel que la correspondance de Springer généralisée associe a (u,7),) I'unipotent admettant pour
partition (2,...,2d, —2,2d,) dans le cas symplectique et (1,...,2d, —3,2d,; —1) dans le cas orthogonal.
Dans ce qui suit, nous noterons un multiensemble, c’est-a-dire un ensemble o on autorise des multiplicités, par {...}}.
Soit 7 € I, décomposons S, = €D}

iZ1Sp,, et notons E; la réunion des multiensembles formés des exposants de |-| dans
lwl'2 0 .
S("5 e )

E :@ M—jje[[Op —1] %
T \ 2 ) Y T,

i=1
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Supposons que G, =Sp,, (C). Rappelons que tous les p;; sont pairs, ainsi pour tout i € [1,k,], 2i < p,;. Il sensuit

1/2
que 'ensemble des exposants de |-| dans (@?21 SZi)(Iw(I) lwl‘lm) est un sous-ensemble de E,. Notons ainsi

k, d .

Pl L ff2i—-1 . .
Ec,n=U{{—7”2 —J,Je[[O,pﬂ,i—l]]}}—U{{ > —],JE[[O,Zl—l]]}

i=1 i=1

Le multiensemble E, , est le multiensemble des exposants qui du cocaractére correcteur y. .. Comme on peut le voir

a sa définition, si e € E, ; alors e # 0 et —e € E, ; avec la méme multiplicité que e. Notons E/ _le sous-multiensemble
de E, . constitué des éléments positifs, si bien que E. . = E/  U—E; .

Supposons que 671 = 0,,_(C). Rappelons que tous les p,; sont impairs, ainsi pour tout i € [1,k,], 2i =1 < p,;. 1l
w0
0 |w[V?

k. d, .

N Pricl nfi-2 .. .
B~ 25— - el -U{ =5 - i cozi-a}.

i=1 i=1

Le multiensemble E, , est le multiensemble des exposants qui du cocaractére correcteur y. .. Comme on peut le voir

s’ensuit que I'ensemble des exposants de |-| dans (@?':“1 821'—1)( ) est un sous-ensemble de E. Notons ainsi

a sa définition, si e € E, ; alors —e € E, ; avec la méme multiplicité que e. De plus, 0 € E, , avec multiplicité m,—d,.
Puisque m, = dﬁ =d, mod 2, m,—d, est divisible par 2. Notons E/ _ le sous-multiensemble de E, , constitué des

éléments strictement positifs et 0 compté avec multiplicité m"z_d“ , si bien que E. ;= E/ U—E] .

Proposition 5.8 — Soit ¢ € ®(G), un paramétre de Langlands discret d'un groupe classique G, soient N le rang semi-
simple de G enec Irr(Ag(¢)). Comme précédemment on décompose Stdg o ¢ = ;TR S,, o1t I est Lensemble des
représentations irréductibles de Wy apparaissant dans @ |y, et écrivons 1) >Ry er1);.

Pour tout T€ 1, on pose :

Zz;‘l(—l)l:*kﬂ nn(zpﬂ'[)+2kﬂ+2—2[%] si §“ est symplectique
2 =D ng(z,, ) si G, est orthogonal

n,=dimn, m,=dimS,, d, = {
i=1

mﬂ_dzz L=~
> si G, est orthogonal el el

G, symp. G orth.

Mad @) G ests mplectique
4n={ 2 Ay M N2 S medl(d -1+ Y ngd?,

Si Gy, est symplectique, soit d,, € N Punique entier naturel tel que (d,+1)d, = d(d. —1) et si G, est orthogonal, soit
d,=|d’|. Le support cuspidal de (P, 1) que nous avons défini au théoréeme est (L, ,€) avec :

— L= l_[GLnﬂ(C)e” x G', avec G' un groupe classique de rang Nt de méme type que G;

nel
dy dy
v

—o=|PD P I-lrel-I'n)’ |o| P PrrSue P PrrS |5

nel ecE/ _nel  a=1 _nel a=1

Gy symp. Gy orth.

— £~® et £ 4 ) BR e 05

G, symp. " " Gy orth. ™

Démonstration. — Ceci résulte directement de nos constructions, des propositions et et de la discussion
précédente. u

Dans ce qui suit, nous allons montrer que le support cuspidal que nous avons défini est celui construit par Meeglin et
Meeglin-Tadi¢ dans [MT02|. Commencons par rappeler les résultats de [MT02| dont nous aurons besoin.

Tout d’abord, dans [MT02] est défini le support cuspidal partiel d’une représentation irréductible d’un groupe clas-

sique. Si 7t est une représentation irréductible de G, le support cuspidal partiel de 7T est une représentation irréductible
supercuspidale o’ d’un groupe classique G* de méme type que G telle que 7 est sous-quotient de i S(n'®o’) avec 1’
une représentation irréductible d’un groupe linéaire GL,,(F). Du c6té galoisien, si (¢,1) € ®(G), est un paramétre de
Langlands discret d’'un groupe classique, son support cuspidal partiel (¥, ¢) est un paramétre de Langlands enrichi
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cuspidal d’un groupe classique G* de méme type que G. Rappelons que si ¢ € ®(G),, alors on note ((MT02, p. 716]) :
Jord*(¢)=Jord(¢)U{(7,0) | 3a € 2N, (7, a) € Jord(¢)} et on étend 1 a Jord*(¢) en posant pour tout 7 € I telle que
(r,0) € Jord™(¢), N (zo) = 1. De plus, pour tout 7 € I, on notera k, le cardinal de Jord(¢),. Le support cuspidal
partiel de (¢, n) est alors défini récursivement de la facon suivante :

— si(¢,n) est alterné, c’est-a-dire si pour tout 7w € I, pour tout i € [1, k;—1], nz(z,,,) # (2, ,.,), alors le support
cuspidal partiel (¢’, €) doit satisfaire 'existence d’une application injective

y :Jord(¢p) —Jord*(¢"),

telle que I'image de Jord(¢) contient Jord(y’). De plus, pour tout 7 € I, il existe une application croisante
Y :Jord(¢p), — Jord(¢’), telle que pour tout a €Jord(¢),,

lp(ﬂra):(ﬂv ¢n(a)) et nﬂ(za):E-'—(zwn(a))-

— si (¢, n) n’est pas alterné, alors il existe €I, jee[1,k;—1] tels que nﬂ(zpn./): nﬂ(zpm_+1 ). On pose alors
¢'= @ TRS,,
(m,a)eJord(@\{(7,pr, ;) (7, pr, 141}

et la restriction 1’ de 1 définie comme précédemment. Ainsi, (¢/,7)) est un paramétre de Langlands discret
enrichi pour un groupe de méme type que G mais de rang plus petit. Le support cuspidal partiel de (¢, n) est
alors celui défini par (¢, 17').

Revenons au support cuspidal que nous avons défini, notons

d, d,
o'= P Prrs.e P PrrSu

_nel  a=1 _nel  a=1
G, symp. G, orth.

et montrons que (¢ €) est le support cuspidal partiel que Mceglin et Tadi¢ définissent.

Soit m € I. Le procédé d’élimination décrit plus haut et dans |[MTO2| associe au sous-bloc de Jordan

Jord(¢)r ={Pr1>--» Pk, } et Ny, cCest-d-dire a la partition (Pr1,..., Prk,) et Nz, une sous-partition (Pr,1,..., Pz ) et

?;1 Sp,., et (5 =@, TR S.. Le parameétre (’ﬁ est obtenu a partir de

¢ et 1) par le procédé d’élimination et on note ] le caractére obtenu a partir de 7).

un caractére f];. Pour tout 7w € I, on note S, = )

Soit me I. _ B
Supposons que G, est un groupe symplectique et k; > 0.
— D’apreés la proposition si Ng(z5,,)=1, alors d, = k.—1 et on définit Yo APr1r- “’ﬁn,Eﬂ} —1{0,2,...,2(k,—
1)—2,2(k; — 1)} par § (P ) =2(i —1).
— D’aprés la proposition si Nx(zp,,) =—1, alors d; = %n et on définit ¢, : {ﬁﬂ,l,...,ﬁm%ﬂ} — {0,2,...,2(%71—
1),2k,} par Y (Br,i) = 2i.
Supposons que G, est un groupe orthogonal et En > 0. On a alors d, = %ﬂ et on définit Y, : {ﬁﬂ,l""'ﬁn,h} —
{1,...,2%, —3,2%, — 1} par (P, ;) =2i—1. ~
Proposition 5.9. — Lapplication 1), définit une injection Jord(@), — Jord™ (%), telle que pour tout (1, a) € Jord(@),,
T2(24) = €42y (a))- Par conséquent, le paramétre de Langlands enrichi (¢¥, €) que nous avons construit est bien le support
cuspidal partiel défini dans [MTO2]. De plus, le support cuspidal de (¢, 1)) est :

- l_[nel G]-‘nﬁ(c)zg1 WalPri) x a 5

Ky Pr,i—1 Pr,i—1
— @@ @ |.|p“'z' —fﬂ-@(|.|%—fn)v®(pﬁ;

nel i=1 feﬂo’pn,ifl/’zﬂu%,i)il]]

— &
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Démonstration. — La premiére partie de la proposition résulte de la discussion précédent la proposition. Concernant
le support cuspidal de (¢, 1)), il s’agit d’écrire explicitement les ensembles E, ; a I'aide de P'application ). O

A présent, on peut montrer dans le cas d’un paramétre discret quelconque que le support cuspidal que nous avons
défini correspond a celui défini dans [MT02] et [Mceg02]. Pour étre plus précis, on ne trouvera pas mention explicite
de support cuspidal d’un paramétre de Langlands enrichi dans [MT02] ou [Mceg02], en revanche, il apparait dans les
constructions contenues dans ces articles.

Théoréme 5.10. — Soit 7 €Ir1(G),, (M, 0) € UG) son support cuspidal. Soient (¢p,n) € P®,(G), le[)ammetre de Langlands
enrichi de 1t et (L, p,€) € QYG) son support cuspidal. Alors, aprés conjugaison on peut supposer, M =T et le paramétre de
Langlands enrichi de o est (¢, €).

Démonstration. — En effet, le cas ((E ,7) que nous avons traité précédemment coincide avec [MT02} 7-10]. Pour le cas
général, on peut se ramener d ce cas par procédé d’élimination. Remarquons qu’on a:

{{p"ﬁl o f €0 — IHB’ {Pnﬁl _ffe [[0 pﬂj+1 1]]}} {Pmﬂ _ffe [pﬂj+pﬂj+l pn,j+1_1]]}r

Prj+1—1 Prj+ Prj+1 _ [ Pri— TP P
{r-= ren P = {2 —f,fE[[O,i—l]]}}, foo sty

{{pﬂj —ffel0pr;— 11]}} {{pﬂ] —f.f€lpr;, W—lﬂ}}

Pr, Pr,j+1 Pr.j * Pr,j+1 Pr,j+1~ Pr,j
e Y L | i e | WY

2
Par conséquent on obtient :

+p7r,j+1

{Ere= s etopma o L - o e topmy— | = {220 e o, e e g fofp - PR e, 2

On fixe ((E, 1), m une représentation irréductible de Wy qui apparait dans (E‘WF. Soit (¢p,n) € ®,(G), un paramétre
de Langlands discret enrichi d’un groupe classique G tel que (5 , 1) soit obtenu par procédé d’élimination a partir de
(¢, 7). On raisonne par récurrence sur la longueur de la partition (py 1,..., Pr i ). Le cas initial résulte de la proposition
Supposons la propriété acquise pour une certaine longueur de partition. Supposons qu’il existe j € Jord(¢), tel
que T)n(zpm-) = T’?‘E(mejﬂ)'

Soit (¢’,1') € ®,(G"), le paramétre de Langlands discret défini par Jord(¢') =Jord(¢)\ {(7, Py ;), (7T, pr, j1)}

On a vu que les u-symboles associés a (uy 7, 17) et (Ugy: 7, 1,) (voir les deux sections précédentes) ont méme défaut
d;. Par conséquent, les supports cuspidaux de (L,¢,¢) et (L', ¢’,&’) les supports cuspidaux respectifs de (¢,n) et

(¢’,7’) sont reliés par : L= GLnn(C)M x L' et

siep= @ 1 Tre @ 11F Tresdyeq’
rel0,pr,j—11 fel0,pr,;—1]
En utilisant égalité {—p“’j;_l [ fel0,prj— 1]]} U {—pn'ﬁ_l —ffelopr;— 1”’ =

{p"‘%l_l—f,fe [o, m—l]]} u {f—p”%l_l,fe [o, m—l]]}, on peut réorganiser les termes de ¢ et
voir que cela coincide également avec [Mceeg02} 5.1.3], c’est-a-dire :

stdop= @ 17T Tre(-

fG[[O, ﬂn,j*;’ﬂ,jﬂ —lﬂ

fﬂ)v ®Std o’

Par conséquent, d’une part avec les travaux de Mceglin et Meeglin-Tadi¢, on sait que les propriétés combinatoires
donnent lieu & un support cuspidal pour 7 et pour (¢,n), qui coincide avec nos constructions. Et de plus, Xu a
montré dans [Xuld| que ces propriétés coincident avec la correspondance de Langlands pour les groupes classiques.

O

2

—1]]}



50 AHMED MOUSSAOUI

Appendice A

Correspondance de Springer généralisée pour le groupe orthogonal

Nous avons vu précédemment que la correspondance de Springer généralisée pour un groupe réductif connexe H
établit une bijection (& H-conjugaison prés)
Sa (6, m)— (L6, ,&p),

avec

— une H-orbite ¢ d’un élément unipotent u € H ;

— une représentation irréductible 1 de Ap(u);

— un sous-groupe de Levi L de H;

— une L-orbite ‘ng d’un élément unipotent v € L;

— une représentation irréductible cuspidale £ de A;(v);

— une représentation irréductible p de Ny(L)/L.
Nous souhaitons étendre cette bijection au groupe orthogonal. Pour cela, précisons quels objets seront en bijection et

décrivons notre démarche.

Définition A.1. — Soient H un groupe réductif non nécessairement connexe, A C H un tore et L = Zy(A). On
appelle sous-groupe de quasi-Levi de H, le centralisateur dans H d’un tore contenu dans H. Le groupe de Weyl de
L dans H est W = Ny (A)/Zy(A).

Remarque A.2. — Soient A C H un tore contenu dans H et L = Zy(A) un sous-groupe de quasi-Levi de H. Alors,
L° = Zy(A) = Zy.(A)° = Zy.(A) est un sous-groupe de Levi de H°. Réciproquement, tout sous-groupe de Levi de
H® est la composante neutre d'un sous-groupe de quasi-Levi de H. De plus, le groupe de Weyl de L° dans H°,
VVLH = Ny.(A)/Zy.(A) est un sous-groupe distingué de VVLH.

Décrivons les sous-groupes de quasi-Levi du groupe orthogonal et leurs groupes de Weyl relatifs.

H L° L L/L° | wH /Wi
02141(C) | [T}, 6Ly, (€)X 8021 (C) | TTiy Gl (€)X 00 a(©) | Z/2Z | {1} | my>0,n">0
0, (©) 15, 6L, (C)xS0,,(C) | [, GL,(C)x0,,(C) | Z/2Z | {1} n;>0,n'>2
2n
15, 6L,(C) 15, 6L,(C) {1} Z/2Z | n;>0

Table 5. Sous-groupes de quasi-Levi du groupe orthogonal

Nous allons associer a tout couple formé d’une H-classe de conjugaison d’un élément unipotent u € H® et d’une
représentation irréductible de Ay(u), une H-classe de conjugaison d’un quadruplet formé d’un sous-groupe de
quasi-Levi L de H, d’'une L-classe de conjugaison d’un élément unipotent v € L°, d’une représentation irréductible
cuspidale de Ar(v) (voir défition ci-dessous) et d’une représentation irréductible de W’. Pour cela nous allons
procéder en trois étapes. Tout d’abord nous étendons la correspondance de Springer généralisée au sous-groupe H*
de H tel que H:/H® = L/L°. Ensuite, nous ’étendons au sous-groupe H" de H qui stabilise 'orbite ‘gf et enfin
aH.

Le groupe des composantes du groupe orthogonal étant d’ordre 2, une seule de ces étapes apparaitra dans la section
Néanmoins, dans la section ces trois étapes apparaitront. Avant de commencer, définissons la notion de
cuspidalité et introduisons une notation.

Définition A.3. — Soient L un sous-groupe de quasi-Levi de H, v € L° un élément unipotent et & € Irr(A;(v)).
On dit que ¢ est cuspidale lorsque la restriction de £ & A;.(v) est somme de représentations cuspidales. On notera
Irr(A[(v))cusp Uensemble des (classes de) représentations irréductibles cuspidales de A;(v).



CENTRE DE BERNSTEIN DUAL POUR LES GROUPES CLASSIQUES 51

Notons
Ny = {(‘Kf, n), u€ H° unipotent, ) € Irr(Ay (1)} /5—conj»
et
S ={(L, ‘ng,s), L quasi-Levi de H, v € L° unipotent et & € Irt(A(v))cusp}/ H—conj-
Pour tout t=[L, ‘évL,T] € Yy, notons W, = I/VLH.

Al Correspondance de Springer généralisée pour le groupe orthogonal. — Jusqu’a la fin de section nous
notons H = Oy (C) le groupe orthogonal.

Soit u € H° un élément unipotent et supposons que Ay (u)# Ay-(1). Dans ce cas, pour tout s € H\ H°, s‘gfos_l =
6! et puisque Ay(u) est un produit de Z/2Z, on a :

Ay() = Ay (1) % (Z)27Z).

Tout caractére 1y de Ap.(u) s’étend deux fagons en un caractére de Ay(u): nyR1 et NyRE, ou & est le caractére
non trivial de Z/2Z.

Théoréme A.4. — 1l existe une application surjective
lI/H : JVJ — 5”1{,
qui étend V. et qui induit une décomposition
M= ||
ey

o M, =V"L(t). De plus, pour tout t € Sy, on a une bijection
XMy — Irr(Wp).
Ainsi,

AR |_| Irr(W).

ey
Démonstration. — Soit (u,n) € N,F. Notons 1), la restriction de 1 a Ap.(u), lIch(%fo,no) = (L°,‘6VL°,€0) le triplet
cuspidal défini par (6/°,n,) et po € Irr(W") la représentation irréductible du groupe de Weyl associée par la
correspondance de Springer généralisée pour H°.
(I) Supposons (N est impair) ou (N est pair et L =(C*)’ x Op,(C) avec N’ >4).
Dans ce cas, on a :
Ay(u)=Ap.(u)xS, A(v)=AL(v)xS et W'=wT,
ou S=(s)~Z/2Z et S’ =(s") ~Z/2Z. On peut donc écrire n=nyX y, avec y €Ir1(Z/2Z) et on pose alors :
‘I’H((gf’%g}()Z(L,(ng’fogl) et Zt((gf’%g}()ZPo-
(II) Supposons N pair, L° =T = (CY et que la partition associée & u contient une part paire de multiplicité
impaire.
Dans ce cas, on a:
Ay(u)=Ap.(u)xS, Ap(1)={1} et W'=wW/" xR,
ou S=(s)~Z/2Z et R =(r)~Z/2Z. Pour tout h € Ny(T)\ Ny-(T), par équivariance de la correspondance de
Springer généralisée pour H°, on a :
(T,{1},1,p0) =2(6,,no)=£(h- (6,7, n9)) = h-2(6," ) =(T,{1}, 1, py)-
Ainsi, pJ ~ p,. Puisque le groupe Z/2Z est cyclique, la représentation p, s’étend de deux facons en une
représentation irréductible de WTH 1 po®1 ou pgRE. On pose alors :

(6o y)=(T,{1},1) et (6 nyRy)=pyRy.
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(IIT) Supposons N pair et que la partition associée a u ne contient que des parts paires de multiplicités paires.
Dans ce cas, L°=T eton a :
Ap(W)=Ap-(w)={1}, Ar()={1} et W'=W xR,
avec R = (r)~Z/2Z. La différence avec le cas précédent est qu’ici 67 = €' LU¢!" est réunion de deux orbites
unipotentes de H°. Pour tout & € Ny (T)\Ny.(T), par équivariance de la correspondance de Springer généralisée
° H
pour H°, puisque ((gfo, 1)# ((éfuh,l, 1),ona: pl % po. Ceci implique que Indx,,o (o) est irréductible. On pose
T
alors : B
W,
(67, 1)=(T,{1},1) et Zt(‘gf,l)zlndwzm(po).
O

Proposition A.5. — Soient (‘65, n)e N et(L, ‘€UL,£) = \IJH(%’:I, n). On a des morphismes Zy — Ay (u) et Zp — Ap(v).
Alors n(—1) = &(—1) (oa L'on voit —1 @ travers les morphismes précédents).

Démonstration. — Dans le (I), on peut écrire n=1yR y et € =gy® y, ou 1y €Irr(Ay.(u)) et &y €Irr(A;.(v)).
Supposons N pair. Dans ce cas, —1 € H°. D’aprés, [Lus9ba, 5.23], no(—1) = £o(—1), d'ou n(—1)=¢e(-1).

Supposons N impair. Dans ce cas, —1 € Ay(u)\ Ag.(u). Donc, n(—1) = y(—1) = &(—1). Dans les cas (II) et (III), on

conclue de la méme fagon. O

Remarque A.6. — On remarque d’aprés la forme des représentations cuspidales de A;(v), que pour tout w € W/
et toute représentation irréductible cuspidale ¢ de A;(v), ¥ ~¢.
A présent, fixons un triplet cuspidal t=(L, ‘€UL, g)e Sy et notons t°=(L°, ‘ngo, £y) € Sy le triplet cuspidal obtenu par

restriction. On considére 'algébre de Hecke graduée H,,, associé a t* définie et étudiée par Lusztig dans [Lus88],
[Lus95b] et [Lus02].

Soient (s,75) € h ® C un élément semi-simple et x € h un élément nilpotent tel que [s, x]=2r,x. Rappelons que I'on
note Irr(Ag (s, x)); 'ensemble des représentations irréductibles de Ay(s, x) qui apparaissent dans la restriction d’une
représentation irréductible i € Ay (x) telle que \IIH(%’f, 1) =t. On s’intéresse aux couples (x,n) ou n €Irr(Ag(s, X))
On a vu que le théoréme de Jacobson-Morozov montre P'existence d’un élément semi-simple sy € h tel que [sp, s]=0,
[So, x] =215x et Ag(s,x)= AH(sso_l,x). Par conséquent, Ay(s,x)= AZH(ss(;‘)(x) et ZH(SSO_I) est un sous-groupe de
quasi-Levi de H. D’aprés la compatibilité de la correspondance de Springer généralisée avec I'induction parabolique

Zy(ssy?

(voir [Lus84, §8]), il s’ensuit que si 1 €Irr(Ag (s, x))s, si et seulement si, lIlZH(sso—l)(‘ﬁx ),n)z (L, %,}L,s).

Théoréme A.7. — Soient t = (L, 6L,¢) € Sy un triplet cuspidal de H, W = WH" xR le groupe de Weyl relatif de L
dans H. L'ensemble des classes de H,, x C[R]-module simple de caractére central (s, 1) est en bijection avec

Ms,ry=1(x,n)| x €h, [s, x]=2r0x,1 €lrr(Ag(s, x))}
Démonstration. — Soit (x,1) € Ay(s, x)¢. Reprenons les cas (I), (II) et (III) décrit précédemment.
(I Dans ce cas, on a donc :
Ay(s,x)=Ape(s, X)x(Z/2Z), AL(v)=AL(v)x(Z/2Z) et WT=W!T.
On peut donc écrire £=£g,R y, n=1oR y et M le H,, ,-module irréductible associé a (x,7)).
(II) Dans ce cas, on a donc :
Apls, x)=Ap.(s,X)x (2/22),  Ar()={1} et W/ =W/ xR,
ou R ~Z/27. Considérons I'algébre de Hecke graduée étendue H,, , xC[R]. Soient M(s, 1y, x,10) le H,,. -module
irréductible associé a (x,1,) et r € R. Par équivariance, on a alors :
r-M(s, 1y, x,10) = M(Ad(7)s, 15,Ad(r)x, ;).
On a vu précédemment que dans le (II), ¢ = 1, chld{fr)x = ‘55 Il s’ensuit que r-M(s, To» X, 1) ~M(s, To) X, 1)
On associe (x,n) le H,,, x C[R]-module irréductible M(s, ry, x,79)RC,.
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(II) Dans ce cas, on a donc :
Ay(s,x)=Ap.(s,x)={1}, Ar(1)={1} et W' =W/ x(z/22).

Soient M(s, 1y, x,1) le H, . -module irréductible associé 4 (x,1) et r € R. Comme précédemment, puisque ‘ta”f

est réunion de deux orbites nilpotentes de H°, par équivarience on a r -M(s, 15, x,1) % M(s, 1y, X, 1). On associe
H, ., xC[R]—

(x,1) le H,,, % C[R]-module irréductible Indg;"* """ 3{(s, r,, x,1)

O

A2 Un sous-groupe d’indice deux d’un produit de groupes orthogonaux. — Soient r > 2 un entier,
my,...,m, =1 des entiers. Considérons H = l_[;zl 0,,,(C) et

H= {(x,-)EH | lL[det(xl-)z 1}.
i=1

Soient © € H° un élément unipotent et 1y une représentation irréductible de Ay.(u). On a des décompositions :
r r
u=(u)e[ [$0,(C), Ax(w=][4s0, @) et n=mn..&n,
i=1 i=1

avec pour tout i € [1,7], 1); une représentation irréductible de Ago (u;). On peut supposer avoir arrangé les indices
de la facon suivante :

— pour tout i € [1,p], m; est impair ou (u;,0;) est associé par la correspondance de Springer généralisée & un
sous-groupe de Levi de la forme (€9 x SOml{(C) avec m; >4;

— pour tout i € [p+1,4], la partition associé & u; contient une part paire de multiplicité impaire;
— pour tout i € [q+1,r], la partition associé & u; ne contient que des parts paires de multiplicités paires.

Pour tout i € |1,r], notons H; =0,,., et ajoutons un indice i aux objets que nous avons dans la section précédente
i m; J ) q p
(L; le sous-groupe de quasi-Levi de H; associé a ((gf",m X i), Si, §;, etc).
Si p =0, notons
C;=1{1}, Cy :<sp+lsp+2,...,sq_lsq>, C; :<sqsq+1,...,s,_1s,>,
/_ A / ’ / VY VA / /
CZ ={1}, C, = <sp+lsp+2,...,sqflsq>, C,= <sqsq+1,...,srflsr>.
Si p 2 1, notons
Cz=<slsz,...,sp_lsp>, Co =(spsp+1,spsp+2...,spsq>, Cr =<spsq+1,...,sps,>,
v | / / A BV 7 /7 /7
CZ_<5132"' S >, Cﬁ—<s S .,8S <spsq+1,...,spsr>.

7 7 /7
2 Sp1Sy pSp+1Sp p+2""'3n5q>’ Cr
Et dans chacun de ces deux cas, définissons les sous-groupes H° C HX C H? C H par :

.
HY=H°xC;, H? =H° x(C; x C,), H=H°x(C; x Cy x Cy), Z:ﬁﬂl_[Ll-.

i=1
Remarque A.8. — La facon dont on a défini ces groupe suppose que 'ona p =22, g—p =2, r—q =2 pour C;, Cgy, C;
respectivement. Si ce n’est pas le cas, alors le groupe considéré est trivial.

Afin d’étendre la correspondance de Springer généralisée 2 H, nous avons expliqué que l'on va étendre par étapes. A
chaque étape, des objets (classes unipotentes, groupe de Weyl, groupe des composantes du centralisateur, etc) peuvent
changer ou rester identique. Listons ci-dessous 4 gauche d’une part, les objets qui sont préservés et a droite d’autre
part, les objets qui changent.

W ¢ =<, ¢l=¢F, Wi =wi Ai(t)=Ap.(u)x Cr, Af(v)=A.(v) x C;
@) 61 =6, 6l=4F Ago(w)=Ar(u)x Cg, W' =W % ).

(3) Aﬁ(u):AFIf/(u) (gf = uhECI (gif{;l_l, Wzﬁ = WZPNIO X C[.
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Théoreme A.9. — Il existe une application surjective

q‘glﬂg—’yﬁ,

o=

teSy
ot My=Y"1(t). De plus, pour tout t€ S, on a une bijection
Y4 M — Trr(W).

qui étend Uy. et qui induit une décomposition

Ainsi,
NG |_| Irr(W,).
teSy
Démonstration. — La correspondance de Springer généralisée pour H° associe a (%50»770) le quadruplet

o L°
(L, 6L, €9, po)-
On construit la correspondance de Springer généralisée pour H par étapes de la fagon suivante :

(1) onlétend a HEL en associant a (%MHO,T)O &){z) le quadruplet (Z, ‘KE,EOIZI)(Z,pO);

(2) on létend 2 H? en associant a (cgfc,no Xy EI}((;) le quadruplet (Z, ‘gvz,é‘o X Y7, 00 &xﬁ);
~ _ . %
(3) onTlétendu & H en associant a (‘65,7)0&)@ IZI)({;) le quadruplet (L, %f,EOIZ)(Z,IndWLI , (pOIZI)(ﬁ)).

o
Wi

O

A présent, fixons un triplet cuspidal t=(L, ‘€UL, g)e Sy et notons t° =(L°, %ULO, £y) € Sy le triplet cuspidal obtenu par
restriction. On considére 'algébre de Hecke graduée H,,, associé a t* définie et étudiée par Lusztig dans [Lus88],
[Lus95b] et [Lus02].

Soient (s,75) € h ® C un élément semi-simple et x € h un élément nilpotent tel que [s, x]=2r,x. Rappelons que 'on
note Irr(Ay (s, x)); 'ensemble des représentations irréductibles de Ay(s, x) qui apparaissent dans la restriction d’une
représentation irréductible 1 € Ay (x) telle que \IIH(%;I, 1) =t. On s’intéresse aux couples (x,7n) ou n € Irr(Ag(s, X))
On a vu que le théoréme de Jacobson-Morozov montre P'existence d’un élément semi-simple sy € h tel que [sp, s]=0,
[So, x] =21yx et Ag(s,x)= AH(sso_l,x). Par conséquent, Ay(s,x)= AZH(SSO—I](x) et ZH(SSO_I) est un sous-groupe de
quasi-Levi de H. D’aprés la compatibilité de la correspondance de Springer généralisée avec 'induction parabolique

Zy(ssy?

(voir [Lus84, §8]), il s’ensuit que si 1 € Irr(Ag (s, X))y, si et seulement si, \IIZH(SS()—l)(%x ),n)z (L, ‘KUL,E).

Théoréme A.710. — Soient t = (L, <€UZ,£) € S5 un triplet cuspidal de H, Wzﬁ = W/ xR le groupe de Weyl relatif de L

dans H. L'ensemble des classes de H,, x C[R]-module simple de caractére central (s, 1) est en bijection avec
M,y ={(x,n)| x €, [s,x]=2r0x,n €Trr(Ag(s, X))}

Démonstration. — Par la théorie de Clifford, les H, x C[R]-module simples sont obtenus de la facon suivante : soit

M, un H,, -module simple. On note RM ={r eR|r-M,=~ M,y}. On obtient alors un H,, > C[RM]-module MR V.

H,, xC[R
Enfin, Indy" t:c{ R]M](MO K V) est irréductible et tous les modules simples sont obtenus de cette fagon.
Mt

Soit M, le H,, -module simple correspondant a (x,7),). Alors RMo = C,. Par conséquent, on note : M, xC,,. Et enfin,
H,,, xC[R]

Indg" S (Mo BCy, ) O



REFERENCES 55

Références

[BC13] Dan Barbasch et Dan Ciubotaru. “Unitary equivalences for reductive p-adic groups”. In : Amer. ]. Math.
135.6 (2013), p. 1633-1674. issn : 0002-9327. doi :|10.1353/ajm.2013.0048, url : http://dx.doi.
org/10.1353/ajm.2013.0048!

[Ber84] Joseph N. Bernstein. “Le “centre” de Bernstein”. In : Representations of reductive groups over a local field.
Travaux en Cours. Edited by P. Deligne. Hermann, Paris, 1984, p. 1-32.

[BMI3] Dan Barbasch et Allen Moy. “Reduction to real infinitesimal character in affine Hecke algebras”. In :
J. Amer. Math. Soc. 6.3 (1993), p. 611-635. issn : 0894-0347. doi : 10.2307 /2152779, url : http:
//dx.doi.org/10.2307/2152779,

[Bor79] Armand Borel. “Automorphic L-functions”. In : Automorphic forms, representations and L-functions, Part 2.
Proc. Sympos. Pure Math., XXXIII. Amer. Math. Soc., Providence, R.I., 1979, p. 27-61.

[CG10] Neil Chriss et Victor Ginzburg. Representation theory and complex geometry. Modern Birkhéduser Clas-
sics. Reprint of the 1997 edition. Birkhduser Boston Inc. Boston, MA, 2010, p. x+495. isbn : 978-0-8176-
4937-1. doi :/110.1007/978-0-8176-4938-8, url : http://dx.doi.org/10.1007/978-0-8176-
4938-8,

[CM93] David H. Collingwood et William M. McGovern. Nilpotent orbits in semisimple Lie algebras. Van Nos-
trand Reinhold Mathematics Series. Van Nostrand Reinhold Co., New York, 1993, p. xiv+186. isbn :
0-534-18834-6.

[Del73] Pierre Deligne. “Les constantes des équations fonctionnelles des fonctions L”. In

Modular functions of one variable, II (Proc. Internat. Summer School, Univ. Antwerp, Antwerp, 1972).
Springer, Berlin, 1973, 501-597. Lecture Notes in Math., Vol. 349.

[GGPWI12] Wee Teck Gan, Benedict H. Gross, Dipendra Prasad et Jean-Loup Waldspurger.
Sur les conjectures de Gross et Prasad. I. Astérisque No. 346 (2012). Société Mathématique de France,
Paris, 2012, p. xi+318.

[Goll]] David Goldberg. “On dual R-groups for classical groups”. In : On certain L-functions. T. 13. Clay Math.
Proc. Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2011, p. 159-185.

[GR10] Benedict H. Gross et Mark Reeder. “Arithmetic invariants of discrete Langlands parameters”. In :
Duke Math. J. 154.3 (2010), p. 431-508. issn : 0012-7094. doi : 110.1215/00127094-2010-043. url :
http://dx.doi.org/10.1215/00127094-2010-043,

[Hail4] Thomas J. Haines. “The stable Bernstein center and test functions for Shimura varieties”. In :

Automorphic Forms and Galois Representations. Sous la dir. de Fred Diamond, Payman L Kassaei et
Minhyong Kim. T. 2. Cambridge University Press, 2014.

[HeiO6] Volker Heiermann. “Orbites unipotentes et poles d’ordre maximal de la fonction u de Harish-Chandra”.
In : Canad. J. Math. 58.6 (2006), p. 1203-1228. issn : 0008-414X. doi : (10.4153/CJIM-2006-043-8|
url :http://dx.doi.org/10.4153/CIM-2006-043-8|

[HeilO] Volker  Heiermann. “Paramétres de Langlands et algébres d’entrelacement”. In
Int. Math. Res. Not. IMRN 9 (2010), p. 1607-1623. issn : 1073-7928. doi :110.1093/imrn/rnp191, url :
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnp191|

[Heill] Volker Heiermann. “Opérateurs d’entrelacement et algébres de Hecke avec paramétres d’un groupe ré-
ductif p-adique : le cas des groupes classiques”. In : Selecta Math. (N.S.) 17.3 (2011), p. 713-756. issn :
1022-1824. doi : 110.1007/s00029-011-0056-0. url : http://dx.doi.org/10.1007/s00029-
011-0056-0.

[Heil2] Volker Heiermann. “Algébres de Hecke avec paramétres et représentations d’un groupe p-adique clas-
sique : préservation du spectre tempéré”. In : J. Algebra 371 (2012), p. 596-608. issn : 0021-8693. doi :
10.1016/j.jalgebra.2012.09.003, url : http://dx.doi.org/10.1016/j.jalgebra.2012.
09.003|

[Hum75]  James E. Humphreys. Linear algebraic groups. Graduate Texts in Mathematics, No. 21. Springer-Verlag,
New York-Heidelberg, 1975, p. xiv+247.



https://doi.org/10.1353/ajm.2013.0048
http://dx.doi.org/10.1353/ajm.2013.0048
http://dx.doi.org/10.1353/ajm.2013.0048
https://doi.org/10.2307/2152779
http://dx.doi.org/10.2307/2152779
http://dx.doi.org/10.2307/2152779
https://doi.org/10.1007/978-0-8176-4938-8
http://dx.doi.org/10.1007/978-0-8176-4938-8
http://dx.doi.org/10.1007/978-0-8176-4938-8
https://doi.org/10.1215/00127094-2010-043
http://dx.doi.org/10.1215/00127094-2010-043
https://doi.org/10.4153/CJM-2006-043-8
http://dx.doi.org/10.4153/CJM-2006-043-8
https://doi.org/10.1093/imrn/rnp191
http://dx.doi.org/10.1093/imrn/rnp191
https://doi.org/10.1007/s00029-011-0056-0
http://dx.doi.org/10.1007/s00029-011-0056-0
http://dx.doi.org/10.1007/s00029-011-0056-0
https://doi.org/10.1016/j.jalgebra.2012.09.003
http://dx.doi.org/10.1016/j.jalgebra.2012.09.003
http://dx.doi.org/10.1016/j.jalgebra.2012.09.003

56

INO4]

[Kal12]

[Kot84]

[Kot97]

[LS79]

[Lus02]

[Lusl4]

[Lus84]

[Lus88]

[Lus89]

[Lus95a]

[Lus95b]

[MT02]

[Meeg02]

[Meegll]

[Moegl4]

REFERENCES

Jens Carsten Jantzen et Karl-Hermann Neeb. Lie theory. T. 228. Progress in Mathematics. Lie algebras
and representations, Edited by Jean-Philippe Anker and Bent Orsted. Birkhduser Boston Inc. Boston,
MA, 2004, p. xii+328. isbn : 0-8176-3373-1. doi : |10.1007/978-0-8176-8192-0, url : http:
//dx.doi.org/10.1007/978-0-8176-8192-0,

Tasho Kaletha. “Epipelagic L-packets and rectifying characters”. In : (sept. 2012). eprint : |1209.1720|
url : http://arxiv.org/abs/1209.1720.

Robert E. Kottwitz. “Stable trace formula : cuspidal tempered terms”. In : Duke Math. J. 51.3 (1984),
p. 611-650. issn : 0012-7094. doi : 10.1215/50012-7094-84-05129-9| url : http://dx.doi.org/
10.1215/50012-7094-84-05129-9,

Robert E. Kottwitz. “Isocrystals with additional structure. II”. In : Compositio Math. 109.3 (1997), p. 255-
339. issn : 0010-437X. doi :{10.1023/A4:1000102604688, url : http://dx.doi.org/10.1023/A:
1000102604688.

George Lusztig et Nicolas Spaltenstein. “Induced unipotent classes”. In : J. London Math. Soc. (2) 19.1
(1979), p. 41-52. issn : 0024-6107. doi :|10.1112/j1ms/s2-19.1.41, url : http://dx.doi.org/
10.1112/j1ms/s2-19.1.41,

George Lusztig. “Cuspidal local systems and graded Hecke algebras. III”. In : Represent. Theory 6 (2002),
p- 202-242. issn : 1088-4165. doi : [10.1090/S1088-4165-02-00172-3, url : http://dx.doi.
org/10.1090/S1088-4165-02-00172-3,

George Lusztig. “Families and Springer’s correspondence”. In : Pacific J. Math. 267.2 (2014), p. 431-450.
issn : 0030-8730. doi :|10.2140/pjm.2014.267.431| url : http://dx.doi.org/10.2140/pjm.
2014.267.431|

George Lusztig. “Intersection cohomology complexes on a reductive group”. In : Invent. Math. 75.2 (1984),
p- 205-272. issn : 0020-9910. doi : |10.1007/BF01388564, url : http://dx.doi.org/10.1007/
BF01388564.

George Lusztig. “Cuspidal local systems and graded Hecke algebras. I”. In :
Inst. Hautes Etudes Sci. Publ. Math. 67 (1988), p. 145-202. issn : 0073-8301. url : http: //www.
numdam.org/item?id=PMIHES_1988__67__145_0.

George Lusztig. “Affine Hecke algebras and their graded version”. In : J. Amer. Math. Soc. 2.3 (1989),
p. 599-635. issn : 0894-0347. doi : [10.2307/1990945, url : http://dx.doi.org/10.2307/
1990945|

George Lusztig. “Classification of unipotent representations of simple p-adic groups”. In :
Internat. Math. Res. Notices 11 (1995), p. 517-589. issn : 1073-7928. doi : |10 . 1155 /
51073792895000353, url : http://dx.doi.org/10.1165/S1073792895000353|

George Lusztig. “Cuspidal local systems and graded Hecke algebras. I”. In :
Representations of groups (Banff, AB, 1994). T. 16. CMS Conf. Proc. With errata for Part I [Inst.
Hautes Etudes Sci. Publ. Math. No. 67 (1988), 145-202; MR0972345 (90e :22029)]. Providence, RI :
Amer. Math. Soc., 1995, p. 217-275.

Colette Mceglin et Marko Tadi¢. “Construction of discrete series for classical p-adic groups”. In :
J. Amer. Math. Soc. 15.3 (2002), 715-786 (electronic). issn : 0894-0347. doi : |10.1090/S0894- 0347 -
02-00389-2. url : http://dx.doi.org/10.1090/S0894-0347-02-00389-2.

Colette Mceglin. “Sur la classification des séries discrétes des groupes classiques p-adiques : paramétres
de Langlands et exhaustivité”. In : J. Eur. Math. Soc. (JEMS) 4.2 (2002), p. 143-200. issn : 1435-9855. doi :
10.1007/5100970100033, url : http://dx.doi.org/10.1007/5100970100033|

Colette Moeeglin. “Multiplicité 1 dans les paquets d’Arthur aux places p-adiques”. In
On certain L-functions. T. 13. Clay Math. Proc. Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2011, p. 333-374.
Colette Moeeglin. “Paquets stables des séries discrétes accessibles

par endoscopie tordue; leur parameétre de Langlands”. In :
Automorphic forms and related geometry: assessing the legacy of L. I. Piatetski-Shapiro. T. 614.



https://doi.org/10.1007/978-0-8176-8192-0
http://dx.doi.org/10.1007/978-0-8176-8192-0
http://dx.doi.org/10.1007/978-0-8176-8192-0
1209.1720
http://arxiv.org/abs/1209.1720
https://doi.org/10.1215/S0012-7094-84-05129-9
http://dx.doi.org/10.1215/S0012-7094-84-05129-9
http://dx.doi.org/10.1215/S0012-7094-84-05129-9
https://doi.org/10.1023/A:1000102604688
http://dx.doi.org/10.1023/A:1000102604688
http://dx.doi.org/10.1023/A:1000102604688
https://doi.org/10.1112/jlms/s2-19.1.41
http://dx.doi.org/10.1112/jlms/s2-19.1.41
http://dx.doi.org/10.1112/jlms/s2-19.1.41
https://doi.org/10.1090/S1088-4165-02-00172-3
http://dx.doi.org/10.1090/S1088-4165-02-00172-3
http://dx.doi.org/10.1090/S1088-4165-02-00172-3
https://doi.org/10.2140/pjm.2014.267.431
http://dx.doi.org/10.2140/pjm.2014.267.431
http://dx.doi.org/10.2140/pjm.2014.267.431
https://doi.org/10.1007/BF01388564
http://dx.doi.org/10.1007/BF01388564
http://dx.doi.org/10.1007/BF01388564
http://www.numdam.org/item?id=PMIHES_1988__67__145_0
http://www.numdam.org/item?id=PMIHES_1988__67__145_0
https://doi.org/10.2307/1990945
http://dx.doi.org/10.2307/1990945
http://dx.doi.org/10.2307/1990945
https://doi.org/10.1155/S1073792895000353
https://doi.org/10.1155/S1073792895000353
http://dx.doi.org/10.1155/S1073792895000353
https://doi.org/10.1090/S0894-0347-02-00389-2
https://doi.org/10.1090/S0894-0347-02-00389-2
http://dx.doi.org/10.1090/S0894-0347-02-00389-2
https://doi.org/10.1007/s100970100033
http://dx.doi.org/10.1007/s100970100033

[Renl0]

[SS13]

[Vog93]

[Wal04]

[Xuls]

REFERENCES 57

Contemp. Math. Amer. Math. Soc., Providence, RI, 2014, p. 295-336. doi :/10.1090/conm/614/12254,
url : http://dx.doi.org/10.1090/conm/614/12254,

David Renard. Représentations des groupes réductifs p-adiques. T. 17. Cours Spécialisés [Specialized
Courses]. Paris : Société Mathématique de France, 2010, p. vi+332. isbn : 978-2-85629-278-5.

Peter Scholze et Sug Woo Shin. “On the cohomology of compact unitary group Shimura varieties at
ramified split places”. In : J. Amer. Math. Soc. 26.1 (2013), p. 261-294. issn : 0894-0347. doi : 110.1090/
S0894-0347-2012-00752-8, url : http://dx.doi.org/10.1090/50894-0347-2012-00752-
8l

David A. Vogan Jr. “The local Langlands conjecture”. In : Representation theory of groups and algebras.
T. 145. Contemp. Math. Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1993, p. 305-379. doi :/10.1090/conm/145/
1216197, url : http://dx.doi.org/10.1090/conm/145/1216197|

Jean-Loup Waldspurger. “Représentations de réduction unipotente pour SO(2n + 1) : quelques consé-
quences d’un article de Lusztig”. In : Contributions to automorphic forms, geometry, and number theory.
Johns Hopkins Univ. Press, Baltimore, MD, 2004, p. 803-910.

Bin Xu. “On the cuspidal support of discrete series for p-adic quasisplit Sp(N) and SO(N)”. In : (avr.
2015). eprint : (1504 .08364. url : http://arxiv.org/abs/1504.08364,

Ahmed MOUSSAOUI, Fondation Mathématique Jacques Hadamard et Université de Versailles St-Quentin-en-Yvelines, Laboratoire de Mathéma-
tiques de Versailles, 45 avenue des Etats-Unis, 78035 Versailles Cedex, France o E-mail : ahmed.moussaoui@math.cnrs.fr
E-mail : ahmedmoussaouimath@gmail.com e Url:http://ahmed.moussaoui.perso.math.cnrs.fr


https://doi.org/10.1090/conm/614/12254
http://dx.doi.org/10.1090/conm/614/12254
https://doi.org/10.1090/S0894-0347-2012-00752-8
https://doi.org/10.1090/S0894-0347-2012-00752-8
http://dx.doi.org/10.1090/S0894-0347-2012-00752-8
http://dx.doi.org/10.1090/S0894-0347-2012-00752-8
https://doi.org/10.1090/conm/145/1216197
https://doi.org/10.1090/conm/145/1216197
http://dx.doi.org/10.1090/conm/145/1216197
1504.08364
http://arxiv.org/abs/1504.08364
mailto:ahmed.moussaoui@math.cnrs.fr
mailto:ahmedmoussaouimath@gmail.com
http://ahmed.moussaoui.perso.math.cnrs.fr

	1. Introduction
	2. Préliminaires
	2.1. Correspondance de Springer généralisée
	2.2. Orbites unipotentes et paires cuspidales pour les groupes classiques
	2.3. Correspondance de Springer tordue
	2.4. Correspondance de Langlands
	2.5. Paramètres de Langlands des supercuspidales des groupes classiques d'après Mœglin
	2.6. Centre de Bernstein
	2.7. Centre de Bernstein stable

	3. Centre de Bernstein dual
	3.1. Conjecture sur les paramètres de Langlands des représentations supercuspidales
	3.2. Les groupes de Weil-Deligne
	3.3. Support cuspidal d'un paramètre de Langlands enrichi
	3.4. Support cuspidal des paramètres de Langlands enrichis dans le cas des groupes classiques

	4. Paramétrage de Langlands du dual admissible des groupes classiques
	4.1. Relation entre le centre de Bernstein et le centre de Bernstein dual
	4.2. Représentations et algèbres de Hecke affines
	4.3. Réduction à une algèbre de Hecke graduée
	4.4. Classification en terme de module simples d'une algèbre de Hecke graduée étendue
	4.5. Paramétrage des paramètres de Langlands enrichis
	4.6. Paramétrage du dual admissible
	4.7. Changement de paramétrage dans un L-paquet, support cuspidal et généricité

	5. Comparaison des supports cuspidaux
	5.1. Groupe symplectique
	5.1.1. Description combinatoire de la correspondance de Springer généralisée
	5.1.2. Calcul de la correspondance de Springer pour les unipotents distingués

	5.2. Groupe orthogonal
	5.2.1. Description combinatoire de la correspondance de Springer généralisée
	5.2.2. Calcul de la correspondance de Springer pour les unipotents distingués

	5.3. Supports cuspidaux

	Appendice A. Correspondance de Springer généralisée pour le groupe orthogonal
	A.1. Correspondance de Springer généralisée pour le groupe orthogonal
	A.2. Un sous-groupe d'indice deux d'un produit de groupes orthogonaux


