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RØsumØ. � Dans cet article, nous nous intØressons aux liens entre l’induction parabolique et la correspondance de Langlands
locale. Nous Ønonçons une conjecture concernant les paramŁtres de Langlands (enrichis) des reprØsentations supercuspidales pour
les groupes rØductifsp -adiques dØployØs. Nous vØri� ons la validitØ de cette conjecture grâce aux rØsultats connus pour le groupe
linØaire et les groupes classiques. À la suite de cela, en dØ� nissant la notion de support cuspidal d’un paramŁtre de Langlands
enrichi, nous obtenons une dØcomposition à la Bernstein de l’ensemble des paramŁtres de Langlands enrichis pour les groupes
classiques. Nous vØri� ons que ces constructions se correspondent par la correspondance de Langlands et en consØquence, nous
obtenons la compatibilitØ de la correspondance de Langlands avec l’induction parabolique.

Abstract. � In this article, we consider the links between parabolic induction and the local Langlands correspondence. We
enunciate a conjecture about the (enhanced) Langlands parameters of supercuspidal representation of split reductivesp -adics
groups. We are able to verify it thanks to the known cases of the local Langlands correspondence for linear groups and classical
groups. Furthermore, in the case of classical groups, we can construct the "cuspidal support" of an enhanced Langlands parameter
and get a decomposition of the set of enhanced Langlands parameters à la Bernstein. We check that these constructions match
under the Langlands correspondence and as consequence, we obtain the compatibility of the Langlands correspondence with
parabolic induction.
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1. Introduction

SoientF un corpsp -adique,G le groupe desF -points rationnels d’un groupe algØbrique rØductif connexe dØ� ni
et dØployØ surF . L’un des principaux rØsultats de la thØorie du centre de Bernstein est la dØcomposition de la
catØgorie des reprØsentations lisses deG en sous-catØgories pleinesRep(G)s, avecs = [M ,� ] la classe d’Øquivalence
pour une certaine relation d’Øquivalence (dite inertielle) de(M ,� ), oø M est un sous-groupe de Levi deG et �
une reprØsentation irrØductible supercuspidale deM . On note Irr (G)s l’ensemble des (classes d’isomorphismes de)
reprØsentations irrØductibles deG admettants pour support inertiel. À toute paire inertielles sont associØs un tore
Ts, un groupe� ni Ws, une action deWs sur Ts et on dispose de la notion de support cuspidalSc: Irr (G)s �! Ts=Ws.

La correspondance de Langlands fournit conjecturalement une description des reprØsentations irrØductibles de
G . Notons ÒG le dual de Langlands deG , W 0

F = WF � SL2(C) et W DF = C o WF les groupes de Weil-Deligne. À
tout paramŁtre de Langlands� : W 0

F �! ÒG est associØ un « paquet » de reprØsentations deG notØ habituellement
� � (G). Ce paquet de reprØsentations est paramØtrØ par les reprØsentations irrØductibles d’un groupe� ni S G

� , qui
est un quotient deAÒG (� ) = Z ÒG (� )=Z ÒG (� )� , le groupe des composantes du centralisateur de l’image� (W 0

F ) dans ÒG .
La donnØe d’un couple formØ d’un paramŁtre de Langlands� de G et d’une reprØsentation irrØductible deS G

� sera
appelØ paramŁtre de Langlands enrichi deG .

Dans cet article, nous nous intØressons aux liens entre ces deux paramØtrages. Plus prØcisØment, nous sommes
amenØs à dØ� nir en terme « galoisien » les analogues des objets mis en jeu dans la thØorie du centre de Bernstein et
à Øtudier les liens entre induction parabolique et correspondance de Langlands. Nous utiliserons intensivement les
rØsultats de Lusztig sur la correspondance de Springer gØnØralisØe.

En gØnØral, dans unL -paquet il y a des reprØsentations de support cuspidaux di� Ørents, en particulier il y a parfois
des reprØsentations supercuspidales et des reprØsentations non-supercuspidales dans un mŒmeL -paquet. Une pre-
miŁre Øtape est donc d’identi� er quels sont les paramŁtres de Langlands enrichis des reprØsentations supercuspidales.
On dØ� nit une notion de paramŁtre de Langlands cuspidal et on Ønonce ainsi une conjecture sur le paramØtrage des
reprØsentations supercuspidales des groupes rØductifs dØployØs :

DØ� nition . � Soit ' un paramŁtre de Langlands deG . On a une surjectionAÒG (' ) • S G
' . Si " 2 Irr (S G

' ), on notee"
la reprØsentation deAÒG (' ) obtenue en tirant en arriŁre" . On dit que' est un paramŁtre cuspidal deG si ' est discret
et s’il existe une reprØsentation irrØductible" deS G

' telle que toutes les reprØsentations irrØductibles deAZ ÒG (' WF
)� (' SL2(C))

apparaissant dans la restrictione" AZ ÒG
(' WF

)� (' SL2(C)), sont cuspidales au sens de Lusztig. On noteIrr (S G
' )cusp l’ensemble des

reprØsentations irrØductibles" vØri� ant la condition prØcØdente (il peut Œtre donc Œtre vide).
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Conjecture. � Soit' un paramŁtre de Langlands deG . LeL -paquet� ' (G) contient des reprØsentations supercuspidales de
G , si et seulement si,' est un paramŁtre de Langlands cuspidal. De plus, si' est un paramŁtre de Langlands cuspidal, les
reprØsentations supercuspidales sont paramØtrØes parIrr (S G

' )cusp.

Nous prouvons la validitØ de cette conjecture à l’aide des rØsultats connus pour la correspondance de Langlands
pour GLn et pour les groupes classiques d’aprŁs les travaux d’Arthur et M�glin dans la proposition 3.6. De plus,
cette conjecture est aussi compatible avec une propriØtØ attendue de la correspondance de Langlands, à savoir
qu’un paramŁtre de Langlands discret� : WF �! ÒG , dØ� nit un L -paquet qui n’est constituØ que de reprØsentations
supercuspidales (voir la proposition 3.8).

Ayant identi� Ø les paramŁtres des reprØsentations supercuspidales, la seconde Øtape consiste à dØterminer les
paramŁtres qui devraient correspondre aux sous-quotients irrØductibles d’une induite parabolique d’une reprØsenta-
tion supercuspidale. Ici, nous sommes guidØs par la conjecture de compatibilitØ entre l’induction parabolique et la
correspondance de Langlands.

Revenons à la dØcomposition de Bernstein prØcØdemment ØvoquØe. Fixons une paire inertielles deG et rappelons
qu’à une telle paire inertielle est associØe un toreTs, un groupe� ni Ws et une action deWs sur Ts.

Au dØbut des annØes 90, Vogan a introduit un analogue pour les paramŁtres de Langlands du centre de Bernstein,
qu’il a quali� Ø de centre de Bernstein « stable » et qui a ØtØ revisitØ rØcemment par Haines dans [Hai14]. Pour rØsumer
trŁs grossiŁrement, dans [Hai14, §5], Haines dØ� nit une dØcomposition à la Bernstein de l’ensemble des paramŁtres
de Langlands, mais ceci n’est pas su� sant si nous souhaitons Øtudier plus prØcisØment les liens entre l’induction
parabolique et la correspondance de Langlands. En e� et, il est nØcessaire de considØrer en plus du paramŁtre de
Langlands� , la reprØsentation irrØductible deS G

� . En suivant le mŒme esprit, nous sommes amenØs à considØrer
les triplets(bL, ' , " ) constituØs d’un sous-groupe de LevibL de ÒG , d’un paramŁtre de Langlands cuspidal' de L et
d’une reprØsentation irrØductible" 2 Irr (S L

' )cusp. On introduit alors deux relations d’Øquivalences sur ces triplets : la
conjugaison et la conjugaison à un caractŁre non-rami� Ø prŁs. On notera respectivement
 st

e (G) et B st
e (G) les classes

d’Øquivalence. À toute classe d’Øquivalence inertielle	j = [ bL, ' , " ] 2 B st
e (G), on associe un tore complexeT 	j et un

groupe� ni W	j qui agit surT 	j. En supposant la correspondance de Langlands pour les reprØsentations supercuspidales
des sous-groupes de Levi deG , une classe d’Øquivalence inertielles devrait correspondre à une classe d’Øquivalence
inertielle 	j. Et mŒme, plus prØcisØment,

Conjecture. � La correspondance de Langlands induit des isomorphismes :

Ts �! T 	j

t 7�! bt
,

Ws �! W 	j

w 7�! Òw
,

tels que pour toutt 2 Ts, w 2 Ws :
Õw � t = Òw � bt .

Cette conjecture sera vØri� Øe pour les groupes classiques dans le thØorŁme 4.1 et on obtient :

ThØorŁme. � SoitG l’un des groupesSON (F ) ou SpN (F ). Soients = [ L, � ] 2 B (G) et 	j = [ bL, ' , " ] 2 B st
e (G) le triplet

inertiel deÒG correspondant par la correspondance de Langlands. NotonsTs,T 	j,Ws,W	j les tores de Bernstein et groupes de
Weyl associØs. La correspondance de Langlands induit un isomorphismeTs ' T 	j. De plus, les groupesWs etW	j sont isomorphes
et l’ action de chacun surT 	j etTs est compatible avec cet isomorphisme.

On notera� e(G) l’ensemble des paramŁtres de Langlands enrichis deG , c’est-à-dire l’ensemble des couples(� , � )
formØs d’un paramŁtre de Langlands� de G et d’une reprØsentation irrØductible� de S G

� .

À la suite de cela, nous construisons le « support cuspidal partiel » d’un paramŁtre de Langlands enrichi d’un
groupe dØployØG . Plus prØcisØment, on associe à tout paramŁtre de Langlands enrichi deG , la classe d’un triplet
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formØ d’un sous-groupe de LevibL de ÒG , d’un paramŁtre de Langlands cuspidal deL et d’une reprØsentation irrØ-
ductible d’un sous-groupe deS L

' . Ceci fait intervenir la correspondance de Springer gØnØralisØe (pour des groupes
non-connexes) et des constructions de Lusztig. Pour les groupes classiquesGLN , SON , SpN nous dØ� nissons entiŁ-
rement le support cuspidal de tout paramŁtre de Langlands enrichi. On obtient ainsi le thØorŁme suivant (voir le
thØorŁme 3.15) :

ThØorŁme. � Il existe une application de support cuspidal surjective

S�c: � e(G) �! 
 st
e (G)

(� , � ) 7�! (bL, ' , " )
.

De plus, les� bres de cette application sont paramØtrØes par les reprØsentations irrØductibles deNZ ÒG (' WF
� c

)(AbL )=Z bL (' WF
� c ),

oøc parcourt l’ensemble (� ni) des cocaractŁres de correction de' dansÒG (voir 3.18 pour la dØ� nition de cette notion).

On peut ainsi partitionner en blocs l’ensemble des classes de paramŁtres de Langlands enrichis, indexØ parB st
e (G) :

� e(G) =
G

	j2B st
e (G)

� e(G)	j.

Cette partition permet d’Ønoncer la conjecture suivante :

Conjecture. � Soit G un groupe rØductifp -adique connexe dØployØ. On suppose la correspondance de Langlands satis-
faite pour les reprØsentations supercuspidales des sous-groupes de Levi deG ainsi que la conjecture sur le paramØtrage des
reprØsentations supercuspidales. Soients2 B (G) et 	j2 B st

e (G) se correspondant. On a alors une bijection :

Irr (G)s ' � e(G)	j,

telle que les applications de support cuspidal font commuter le diagramme :

Irr (G)s � e(G)	j

Ts=Ws T 	j=W	j

Sc S�c

Cette conjecture sera prouvØe pour les groupes classiques au thØorŁme 4.7. Par ailleurs, Vogan et Haines ont
ØnoncØ une conjecture de compatibilitØ de la correspondance de Langlands avec l’induction parabolique (voir 2.17).
Cette conjecture sera prouvØe pour les groupes classiques dans le thØorŁme 4.9.

ThØorŁme. � SoitG un groupe classique dØployØ. Soients= [ L, � ] 2 B (G) et 	j= [ bL, ' , " ] 2 B st
e (G) correspondant. Notons

Irr (G)s,2 (resp.Irr (G)s,temp ) l’ensemble des reprØsentations essentiellement discrŁtes (resp. tempØrØes) dansIrr (G)s et � e(G)	j,2

(resp.� e(G)	j,bdd ) l’ensemble des paramŁtres de Langlands enrichis discrets (resp. tels que la restriction àWF est bornØe) dans
� e(G)	j. On a une bijection

Irr (G)s $ � e(G)	j,

induisant des bijections
Irr (G)s,2 $ � e(G)	j,2,

et
Irr (G)s,temp $ � e(G)	j,bdd .

En consØquence, la correspondance de Langlands est compatible avec l’induction parabolique.

Ayant toutes ces constructions en main, on se propose de comparer nos rØsultats à ceux obtenus par M�glin
et M�glin-Tadi ·c pour les reprØsentations de la sØrie discrŁte. Nous obtenons une description explicite du support
cuspidal d’un paramŁtre de Langlands enrichi discret et que nos rØsultats coïncident avec ceux de M�glin et M�glin-
Tadi·c (voir les propositions 5.8, 5.9 et le thØorŁme 5.10).
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ThØorŁme. � SoientG un groupe classique,� 2 � (G)2 un paramŁtre de Langlands discret d’un groupe classiqueG , N
le rang semi-simple deÒG et � 2 Irr (AÒG (� )). On noteStdG : ÒG ,! GLN (C) le plongement standard deÒG et on dØcompose
StdG � � =

L
� 2I � ‚ S� , oø I est l’ensemble des reprØsentations irrØductibles deWF apparaissant dans� WF

et S� une
reprØsentation deSL2(C). Pour toutp 2 N � , on noteSp la reprØsentation irrØductible de dimensionp deSL2(C). Pour tout
� 2 I , on peut dØcomposerS� =

L k �
i =1 Sp� ,i

aveck � etp� ,i des entiers naturels. L’image de la reprØsentationS� est incluse dans
un groupe orthogonal ou un groupe symplectique qu’on noteraÒG� . On a un isomorphismeAÒG (� ) '

Q
� 2I AÒG�

(S� ) et pour tout
� 2 I , AÒG�

(S� ) =
Q k �

i =1hzp� ,i
i aveczp� ,i

d’ordre2. Écrivons � ' ‚ � 2I � � .
Pour tout� 2 I , on pose :

n � = dim � , m � = dim S� , d 0
� =

� P k �

i =1(� 1)i +k � � � (zp� ,i
) + 2k � + 2 � 2

� k � +1
2

�
si ÒG� est symplectique

P k �

i =1(� 1)i +1� � (zp� ,i
) si ÒG� est orthogonal

,

` � =

¨ m � � d 0
� (d 0

� � 1)
2 si ÒG� est symplectique

m � � d 02
�

2 si ÒG� est orthogonal
et N ] =

X

� 2I
ÒG� symp.

n � d 0
� (d 0

� � 1) +
X

� 2I
ÒG� orth.

n � d 02
� .

Si ÒG� est symplectique, soitd � 2 N l’unique entier naturel tel que(d � + 1)d � = d 0
� (d 0

� � 1) et si ÒG� est orthogonal, soit
d � = jd 0

� j. ConsidØrons les multiensembles dØ� nis par

Ec,� =

¨ S k �

i =1

¦¦
p� ,i � 1

2 � j , j 2 J0,p� ,i � 1K
©©

�
S d �

i =1

��
2i � 1

2 � j , j 2 J0,2i � 1K
		

, si ÒG� est symplectique
S k �

i =1

¦¦
p� ,i � 1

2 � j , j 2 J0,p� ,i � 1K
©©

�
S d �

i =1

��
2i � 2

2 � j , j 2 J0,2i � 2K
		

, si ÒG� est orthogonal

et notonsE0
c,� le sous-multiensemble deEc,� constituØ des ØlØments positifs siÒG� est symplectique et constituØ des ØlØments

strictement positifs et de0 comptØ avec multiplicitØm � � d �
2 si ÒG� est orthogonal, de sorte queEc,� = E0

c,� t � E0
c,� .

Le support cuspidal de(� , � ) que nous avons dØ� ni au thØorŁme 3.21 est(bL, ' , " ) avec :

� bL =
Y

� 2I

GLn �
(C)` � � ÒG0, aveccG ] un groupe classique de rangN ] de mŒme type queÒG ;

� ' =

 
M

� 2I

M

e2E0
c,�

j � je � � (j � je � )_
!

�

0

B
@

M

� 2I
ÒG� symp.

d �M

a=1

� ‚ S2a �
M

� 2I
ÒG� orth.

d �M

a=1

� ‚ S2a � 1

1

C
A ;

� " ' ‚ � 2I
ÒG� symp.

" S
d � (d � +1) ‚ ‚ � 2I

ÒG� orth.
" O�

d 2
�

.

De plus, le support cuspidal des sØries discrŁtes dØ� ni par M�glin et M�glin-Tadi·c coïncide avec le nôtre.

DØcrivons l’organisation de l’article.

La section2 sert de prØliminaire. Nous rappelons les dØ� nitions et donnons des exemples de la correspondance de
Springer gØnØralisØe. AprŁs avoir ØnoncØ la conjecture locale de Langlands, nous rappelons le thØorŁme de M�glin
concernant le paramØtrage des reprØsentations supercuspidales des groupes classiques. Dans la suite, nous dØcrivons
briŁvement la thØorie du centre de Bernstein et celle du centre de Bernstein stable par Haines.

Dans la section3 nous Ønonçons notre conjecture sur le paramØtrage des reprØsentations supercuspidales puis
nous vØri� ons qu’elle est compatible avec les cas connus et certaines propriØtØs attendues. La suite est consacrØe à la
dØ� nition du support cuspidal d’un paramŁtre de Langlands enrichi de façon « intrinsŁque ».

Dans la section4 nous faisons les liens entre nos constructions prØcØdentes du cotØ des paramŁtres de Langlands
et ce qui devrait correspondre en terme de reprØsentations. En particulier, nous montrons que les blocs de paramŁtres
de Langlands enrichis que nous avons dØ� nis sont en bijection avec les blocs de Bernstein. En consØquence, nous
obtenons la compatibilitØ de la correspondance de Langlands avec l’induction parabolique. En� n de section, on
s’intØresse à la gØnØricitØ et à la question du changement de paramØtrage dans unL -paquet.
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En� n, dans la section5, nous donnons pour les sØries discrŁtes des formules pour calculer explicitement le
support cuspidal qu’on a dØ� ni et nous vØri� ons que notre application de support cuspidal est compatible avec la
correspondance de Langlands (voir thØorŁme 5.10).

Dans l’appendice nous Øtendons la correspondance de Springer gØnØralisØe au groupe orthogonal ainsi qu’à un
certain sous-groupe d’un produit de groupes orthogonaux.

2. PrØliminaires

2.1. Correspondance de Springer gØnØralisØe. �SoientH un groupe algØbrique linØaire complexe rØductif etx 2
H un ØlØment deH . On noteZH (x ) = f g 2 H j g x g � 1 = x g le centralisateur dex dansH et AH (x ) = ZH (x )=ZH (x )�

le groupe des composantes du centralisateur dex de H . Supposons dØsormais queH est connexe. Il y a une bijection
naturelle entre les reprØsentations irrØductibles deAH (x ) et les systŁmes locauxH -Øquivariants irrØductibles surC H

x ,
oø C H

x = f g x g � 1, g 2 H g dØsigne laH -classe de conjugaison dex (voir [JN04, 12.10]). Dans la suite, on s’intØressera
aux orbites unipotentes deH (ou aux orbites nilpotentes de l’algŁbre de Lie deH ), c’est à dire auxH -classes de
conjugaison d’ØlØments unipotents deH . On note N +

H le cône unipotent « complet », c’est à dire l’ensemble des
H -classes de conjugaison des couples formØs d’un ØlØment unipotentu de H et d’une reprØsentation irrØductible du
groupe des composantes du centralisateur dansH de u :

N +
H =

�
(u , � ) j u 2 H unipotent, � 2 Irr (AH (u ))

	
=H � conj

'
�
(C H

u ,F ) j u 2 H unipotent, F systŁme localH -Øquivariant irrØductible surC H
u

	
.

DØ� nition 2.1 ([Lus84, 6.2]). � Soit u 2 H un ØlØment unipotent. Un systŁme localH -Øquivariant irrØductibleL
sur C H

u est dit cuspidal lorsque pour tout sous-groupe parabolique propreP de H , de radical unipotentU et pour
tout ØlØment unipotentg 2 P , la cohomologie à support compact degU \ C H

u à coe� cient dans la restriction deL
est nulle.

DØcrivons une dØ� nition Øquivalente en terme de reprØsentations deAH (u ). SoitP un sous-groupe parabolique de
H de dØcomposition de LeviP = LU et soientu 2 H ,v 2 L des ØlØments unipotents. On note

YP,u ,v =
�
g ZL (v )� U 2 H =ZL (v )� U j g 2 H ,g � 1ug 2 vU

	
et dP,u ,v =

1

2
(dim ZH (u ) � dim ZL (v )).

D’aprŁs Springer et Lusztig [Lus84, §1],dim YP,u ,v ¶ dP,u ,v et le groupeZH (u ) agit par translation à gauche surYP,u ,v .
L’action deZH (u ) se factorise en une action deAH (u ) = ZH (u )=ZH (u )� et on noteSP,u ,v la reprØsentation deAH (u )
par permutation sur les composantes irrØductibles de dimensiondP,u ,v de YP,u ,v .

DØ� nition 2.2 . � Soient u 2 H unipotent et" 2 Irr (AH (u )). On dit que" estcuspidale lorsque pour tout sous-groupe
parabolique propreP = LU de H , pour tout ØlØment unipotentv 2 L ,

Hom AH (u )(� ,SP,u ,v ) = 0.

Si L est un systŁme localH -Øquivariant irrØductible cuspidal surC H
u , alors la reprØsentation irrØductible du

groupe � ni AH (u ) est cuspidale dans le sens prØcØdent et rØciproquement. On appelera paire cuspidale deH , tout
couple (u ," ) (ou (C H

u ,L )) formØ d’un ØlØment unipotentu 2 H et d’une reprØsentation irrØductible cuspidale de
AH (u ) (ou d’un systŁme localH -Øquivariant irrØductible cuspidal).
NotonsSH l’ensemble des classes (de conjugaison parH ) de tripletst = [ L,C L

v ,L ] formØs de

� un sous-groupe de Levi L de H ;

� une L -orbite C L
v d’un ØlØment unipotentv 2 L ;

� un systŁme local L -Øquivariant irrØductible cuspidalL sur C L
v .

Dans [Lus84, 6.3], Lusztig associe à chaque couple(C H
u ,F ) 2 N +

H un unique triplett 2 S H . Notons	 H : N +
H �! S H

cette application. Elle induit alors une partition deN +
H :

N +
H =

G

t 2S H

M t ,
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oø M t = 	 � 1
H (t). Pour tout t = [ L,C ,L ] 2 S H , soientS = Z �

L � C et E le systŁme localL -Øquivariant surS obtenu en
tirant en arriŁreL via la projectionZ �

L � C �! C . Notons

Wt =
�
n 2 NH (L) j nSn � 1 = S,Ad(n � 1)� E ' E

	
=L.

D’aprŁs [Lus84, 9.2],
Wt ' NH (L)=L,

et c’est un groupe de Coxeter� ni.

Remarque 2.3. � Soient v 2 C et  : SL2(C) �! L un morphisme de groupes algØbriques tel que
�

1 1
0 1

�
= v . Notons

T = Z �
L et Z = ZH ( )� . D’aprŁs [Lus88, 2.6],T est un tore maximal deZ et on a l’isomorphisme suivant :

Wt ' NH (L)=L ' NZ (T )=T.

Rappelons l’ordre partiel sur l’ensemble des orbites unipotentes deH : si O et O0 sont deux orbites unipotentes
de H ,

O ¶ O0, O � O0,

oøO0 dØsigne l’adhØrence deO0. Soit t = [ L,C ,L ] 2 S H . D’aprŁs [Lus84, 6.5] et [Lus95b, 6.5], pour tout(O,F ) 2 M t ,
on a :

H � C ¶ O ¶ Ind H
L (C ),

oø Ind H
L (C ) est l’orbite obtenue par induction (de Lusztig-Spalteinstein)C deL à H (voir [LS79]). NotonsC min

t = H �C
et C max

t = Ind H
L (C ). Chacune de ces orbites supporte un systŁme localH -Øquivariant irrØductible particulier dØ� ni

en [Lus84, 9.2,9.5] qu’on noteL min
t pour C min

t et L max
t pour C max

t . À prØsent, on peut Ønoncer la correspondance
de Springer gØnØralisØe due à Lusztig.

ThØorŁme 2.4(Lusztig,[Lus84, 6.5]). � SoitH un groupe rØductif connexe complexe. L’application	 H : N +
H �! S H est

surjective et pour toutt 2 S H , on a unique une bijection

� t : M t �! Irr (Wt ),

telle que :
� t (C

min
t ,L min

t ) = triv et � t (C
max
t ,L max

t ) = sgn.

On obtient ainsi une bijection :
N +

H $
G

t 2S H

Irr (Wt ).

Remarque 2.5. � Dans [Lus84], la correspondance de Springer gØnØralisØe est telle que� t (C min
t ,L min

t ) = sgn et
� t (C max

t ,L max
t ) = triv (voir [Lus84, 9.2,9.5]). La normalisation que l’on a choisie est donc la tensorisation par le

caractŁre signature de la correspondance de Springer dØ� nie par Lusztig.

2.2. Orbites unipotentes et paires cuspidales pour les groupes classiques. � On se propose de rappeler
briŁvement la classi� cation des orbites unipotentes et de leurs centralisateurs dans certains groupes classiques (voir
[CM93, §5.1 & §6.1] et [JN04, §3.8]).

On appelle partitionp d’un entierN ¾1 une suite croissante d’entiers1 ¶ p1 ¶ . . . ¶ pk telle queN = p1 + . . .+ pk .
A priori, les entierspi ne sont pas distincts deux à deux. Soientq1 < . . . < qs les entiers deux à deux distincts tels
que f pi , 1 ¶ i ¶ k g= f q j , 1 ¶ j ¶ sg et rq le nombre de fois queq apparait dansp. On noterap = (q

rq1
1 , . . . ,q

rqs
s ), si

bien que,n = p1 + . . .+ pk = rq1
q1 + . . .+ rqs

qs. Lesq j (oupi ) s’appellent les parts de la partitionp et rq j
la multiplicitØ

de la partq j .

Pour toute partitionp, on noteOp l’orbite unipotente associØ à la partitionp par la dØcomposition de Jordan. Dans
un cas, il correspondra à une mŒme partitionp deux orbites unipotentes distinctes que l’on noteraO I

p et O I I
p .

� Pour GLN (C), les orbites unipotentes sont en bijection avec les partitions deN via la dØcomposition de Jordan.

� Pour SpN (C), les orbites unipotentes sont en bijection avec les partitions deN pour lesquelles les parts impaires
admettent une multiplicitØ paire.
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� Pour SON (C), les partitions deN pour lesquelles les parts paires admettent une multiplicitØ paire et toutes les
parts ne sont pas paires correspondent à une orbite unipotente. Les partitions deN qui n’admettent que des
parts paires, de multiplicitØs paires correspondent à deux orbites unipotentes distinctes. Ce dernier cas ne se
produit que siN est pair.

La table suivante rØsume la description des orbites unipotentes et des centralisateurs correspondants :

H partition orbite centralisateur

GLN (C) p $ O p ZGLN (C)(u )red '
Y

q2p

GLrq
(C)

SpN (C) 8q 2 p,q impair ) rq pair p $ O p ZSpN (C)(u )red '
Y

q2p
q pair

Orq
(C) �

Y

q2p
q impair

Sprq
(C)

SON (C)
8q 2 p,q pair ) rq pair p $ O p ZON (C)(u )red '

Y

q2p
q impair

Orq
(C) �

Y

q2p
q pair

Sprq
(C)

8q 2 p, q et rq pair p $

(
O I

p

O I I
p

ZSON (C)(u )red ' S

0

B
@

Y

q2p
q impair

Orq
(C)

1

C
A �

Y

q2p
q pair

Sprq
(C)

Table 1. Orbites unipotentes des groupes classiques

Oø l’on a notØZH (u )red le quotient deZH (u ) par son radical unipotent et :

S

0

B
@

Y

q2p
q impair

Orq
(C)

1

C
A =

8
><

>:
(xq ) 2

Y

q2p
q impair

Orq
(C)

�
�
�
�

Y

q2p
q impair

det(xq ) = 1

9
>=

>;
.

Les paires cuspidales sont assez rares. Elles apparaissent comme les blocs fondamentaux dans la correspondance
de Springer gØnØralisØe. Dans [Lus84], Lusztig classi� e complŁtement les paires cuspidales pour les groupes presque
simples et simplement connexes. Plus prØcisØment, dans [Lus84, §10, 12.4 & 13.4] et [Lus14], il classi� e les paires
cuspidales pour les groupes classiques. Nous rØsumons les rØsultats dans le tableau ci-dessous.

H condition orbite unipotente AH (u ) paire cuspidale(C ," )

GLN (C) N = 1 O(1) f 1g (O(1),1)

SpN (C) N = d (d + 1) O(2,4,...,2d � 2,2d ) (Z=2Z)d (O(2,4,...,2d � 2,2d ), " S
N )

SON (C) N = d 2 O(1,3,...,2d � 3,2d � 1) (Z=2Z)d � 1 (O(1,3,...,2d � 3,2d � 1), " O
N )

Table 2. Paires cuspidales des groupes classiques

PrØcisons les notations employØes. Dans les cas des groupes symplectiques et orthogonaux, les orbites unipotentes
qui interviennent dans les paires cuspidales sont paramØtrØes par des partitions dont les parts sont de multiplicitØ1.
Par suite, le groupe des composantes est un produit deZ=2Z indexØ par les parts paires (resp. impaires) pour le cas
symplectique (resp. orthogonal).
Dans le cas symplectique, soitu 2 O(2,4,...,2d � 2,2d ) et pour tout a 2 f 2, . . . ,2d g, notonsza 2 ASpN (C)(u ) tels que :

ASpN (C)(u ) =
dY

i =1

hz2i i ' (Z=2Z)d .

La reprØsentation cuspidale" S
N de ASpN (C)(u ) vØri� e : pour touti 2 J1,d K,

" S
N (z2i ) = (� 1)i .
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Dans le cas orthogonal, soitu 2 O(1,3,...,2d � 3,2d � 1) et pour tout a 2 f 1, . . . ,2d � 1g, notonsza 2 AON (C)(u ) tels que :

AON (C)(u ) =
dY

i =1

hz2i � 1i ' (Z=2Z)d et ASON (C)(u ) =
d � 1Y

i =1

hz2i � 1z2i +1i ' (Z=2Z)d � 1.

La reprØsentation cuspidale" O
N de ASON (C)(u ) vØri� e : pour touti 2 J1,d � 1K,

" O
N (z2i � 1z2i +1) = � 1.

Les reprØsentations irrØductibles" O+
N et " O�

N de AON (C)(u ) telles que leurs restrictions àASON (C)(u ) est " O
N vØri� ent :

pour tout i 2 J1,d K,
" O+

N (z2i � 1) = (� 1)i +1 et " O�
N (z2i � 1) = (� 1)i .

2.3. Correspondance de Springer tordue. � Rappelons briŁvement la dØ� nition des algŁbres de Hecke graduØes
associØes à des triplets cuspidaux et le thØorŁme de classi� cation qui s’ensuit.

Soient H un groupe rØductif connexe complexe,X une variØtØ algØbrique sur laquelleH agit algØbriquement et
E un systŁme localH -Øquivariant surX . On considŁre les espaces de cohomologies ØquivariantesH j

H (X ,E) et
d’homologies ØquivariantesH H

j (X ,E) que Lusztig considŁre dans [Lus88, §1]. On noteraH �
H (X ,E) =

L
j 2Z H j

H (X ,E),
H H

� (X ,E) =
L

j 2Z H H
j (X ,E). Pour le systŁme local constant, on Øcrira plus simplementH �

H (X ) = H �
H (X ,C),

H H
� (X ) = H H

� (X ,C) et pour tout point 2 X , H �
H = H �

H (f point g) et H H
� = H H

� (f point g).

SoientP = LU un sous-groupe parabolique deH et p = l � u son algŁbre de Lie. SoitC � l une L -orbite nilpotente
supportant un systŁme local irrØductible cuspidalL -Øquivariant notØL . Notonst = [ L,C ,L ] 2 S H le triplet cuspidal
correspondant etW H

L = NH (L)=L le groupe de Weyl relatif associØ.

Le groupeH � C� agit sur l’algŁbre de Lieh de H par :

8(h , t ) 2 H � C� ,8 x 2 h, (h , t ) � x = t � 2Ad(h )x .

On note M H (x ) = f (h , t ) 2 H � C� j Ad(h )x = t 2x g le stabilisateur dex 2 h pour cette action. D’aprŁs [Lus88, 2.1.f)],
on a un isomorphismeM H (x )=M H (x )� ' ZH (x )=ZH (x )� = AH (x ).

Soit x 2 h un ØlØment nilpotent et considØrons la variØtØP x = f hP 2 H =P j Ad(h � 1)x 2 C + ug. Le groupeM H (x )
agit sur P x par (h , t ) � (h 0P) = (hh 0)P . Soit �L le systŁme localM H (x )� -Øquivariant surP x obtenu à partir de L et
dØ� ni en [Lus88, 3.4,8.1.e)]. On noteZ la variØtØ des classes de conjugaisons sousM H (x )� d’ØlØments semi-simples
de mH (x ) = f (s, r0) 2 h � C j [s, x ] = 2r0x g. D’aprŁs [Lus88, 8.7] l’anneau des fonctions rØguliŁres surZ est isomorphe
à H �

M H (x )� .

Soit (s, r0) 2 mH (x ) un ØlØment semi-simple. On noteAH (s, x ) le groupe des composantes deZH (x ,s) = ZH (x )\ ZH (s).
L’Øvaluation au point(s, r0) dØ� nit une structure deH �

M H (x )� -algŁbre surC notØeC(s,r0). On considŁre le module
standard de Lusztig dØ� ni en [Lus88, §8] et [Lus95b, 10.8] par :

M (x ,s, r0) = C(s,r0) 
 H �
MH (x )�

H M H (x )�

� (P x , �L ).

L’espaceM (x ,s, r0) est muni d’une action deW H
L � AH (x ,s) (plus prØcisØment il n’est pas seulement muni d’une

action deW H
L mais c’est un module sur une algŁbre de Hecke graduØe). Pour tout� 2 Irr (AH (x ,s)), on note

M (x ,s, r0, � ) = Hom AH (s,x )(� ,M (x ,s, r0)).

Notons Irr (AH (x ))t l’ensemble des reprØsentations irrØductiblese� de AH (x ) telles que	 H (C H
X , e� ) = t. Par ailleurs,

on a une injection deAH (x ,s) dansAH (x ) et on noteIrr (AH (x ,s))t l’ensemble des reprØsentations irrØductibles de
AH (x ,s) apparaissant dans la restriction àAH (x ,s) d’une reprØsentatione� 2 Irr (AH (x ))t .
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Proposition 2.6([Lus88, 8.10]). � En reprenant les notations prØcØdentes,M (x ,s, r0, � ) 6= f 0g, si et seulement si,� 2
Irr (AH (x ,s))t .

Ajoutons une propriØtØ qui nous sera utile pour la suite. D’aprŁs [Lus95b, 10.12.(d)], on a :

M (x ,s, r0) = C(s,r0) 
 H �
MH (x )�

H M H (x )�

� (P x , �L ) = H f 1g
� (P s

x , fL ),

oø P s
x = f P0 2 P x j s 2 p0g. En particulier, siM (x ,s, r0, � ) 6= 0 alors quitte à conjuguer, on peut supposers 2 p et

x 2 C + u. L’ØlØments 2 p Øtant semi-simple, il appartient à une sous-algŁbre de Levi dep qu’on note temporairement
l0. Soit x = y + n la dØcomposition dex 2 l + u et y = y 0+ u 0 2 l0� u la dØcomposition dey 2 p. Par consØquent,
puisqueP=U ' L ' L0 et la L -orbite nilpotente dey est isomorphe à laL0-orbite nilpotente dey 0 et s 2 l0. Ainsi,
quitte à faire ces considØrations, on peut supposer ques 2 l.

Proposition 2.7. � En reprenant les notations prØcØdentes, si� 2 Irr (AH (x ,s))t , alors on peut supposer ques 2 l et on a :

[s, y ] = 2r0y.

2.4. Correspondance de Langlands. � Soient F un corps p -adique, vF : F • Z [ f1g sa valuation discrŁte
normalisØe etq le cardinal de son corps rØsiduel. SoitG (lesF -points d’un) groupe rØductif connexe dØ� ni et dØployØ
sur F . On notera X � (G) (resp.X� (G)) le groupe des caractŁres (cocaractŁres) rationnels deG . La catØgorie des
reprØsentations (complexes) lisses deG est notØRep(G) et l’ensemble des (classes de) reprØsentations irrØductibles
de G est notØIrr (G). Si M est un sous-groupe deG et � une reprØsentation deM , pour tout g 2 G , on note
g M = g M g � 1 = f g mg � 1,m 2 M g et � g la reprØsentation deg M dØ� nie pour touth 2 g M , par � g (h ) = � (g � 1hg ).
On noteWF le groupe de Weil deF et W 0

F = WF � SL2(C) (resp.W DF = WF n C) le groupe de Weil-Deligne (resp. le
groupe Weil-Deligne « originel ») deF . Le groupe rØductif complexe dual de Langlands deG est notØÒG .
La correspondance de Langlands locale prØvoit un paramØtrage des reprØsentations irrØductibles admissibles deG
par certaines reprØsentations du groupe de Weil-Deligne ou plus prØcisØment, par des paramŁtres de Langlands. Un
paramŁtrede Langlandsde G est un morphisme de groupes continu� : W 0

F �! ÒG tel que :

� la restriction � SL2(C) : SL2(C) �! ÒG est un morphisme de groupes algØbriques ;

� l’ensemble � (WF ) est constituØ d’ØlØments semi-simples.

Notons� (G) l’ensemble des classes de conjugaison parÒG de paramŁtres de Langlands deG . La plupart du temps on
ne fera pas de distinction entre un paramŁtre et sa classe de conjugaison parÒG . Lorsque qu’on veut distinguer ces
objets, on notera(� )ÒG la classe de conjugaison parÒG d’un paramŁtre de Langlands� de G .
La correspondance de Langlands locale prØdit l’existence d’une surjection à� bres� nies :

recG : Irr (G) �! � (G).

Soit � 2 � (G) un paramŁtre de Langlands deG . On note� � (G) le L -paquet dØ� ni par � , c’est-à-dire l’ensemble� ni
des reprØsentations irrØductibles deG ayant pour image� par recG . Conjecturalement,� � (G) est paramØtrØgrosso
modopar les reprØsentations irrØductibles du groupe des composantes du centralisateur dansÒG de l’image de� . Plus
rigoureusement, considØronsZ ÒG (� ) le centralisateur dansÒG de l’image de� . On note

� AÒG (� ) = � 0(Z ÒG (� )) ' Z ÒG (� )=Z ÒG (� )� , le groupe des composantes deZ ÒG (� ) ;

� S G
� = � 0(Z ÒG (� )=Z ÒG ) ' Z ÒG (� )=

�
Z ÒG � Z ÒG (� )�

�
, le groupe des composantes deZ ÒG (� )=Z ÒG ;

� Irr (G)cusp l’ensemble des (classes de) reprØsentations irrØductiblescuspidales deG ;

� Irr (G)2 l’ensemble des (classes de) reprØsentations irrØductiblesessentiellementde carrØintØgrablede G ;

� Irr (G)temp l’ensemble des (classes de) reprØsentations irrØductiblestempØrØesG ;

� � (G)2 l’ensemble des (classes de) paramŁtresdiscrets deG , c’est-à-dire les paramŁtres de Langlands dont
l’image n’est contenue dans aucun sous-groupe Levi propre deÒG ;

� � (G)bdd l’ensemble des (classes de) paramŁtres de Langlands tels que l’image deWF est bornØe ;

� � : WF �! Z ÒG le paramŁtre associØ à un caractŁre� de G par la correspondance de Langlands pour les
caractŁres (on les notera donc de la mŒme façon).
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On appelleparamŁtrede Langlandsenrichi de G un couple (� , � ) formØ d’un paramŁtre de Langlands� de G
et d’une reprØsentation irrØductible� de S G

� . On note � e(G) l’ensemble des (classes de conjugaison parÒG de)
paramŁtres de Langlands enrichis deG :

� e(G) =
¦
(� , � ) j � 2 � (G), � 2 Irr (S G

� )
©

ÒG� conj
.

Conjecture 2.8(Correspondance de Langlands locale). � Avec les notations prØcØdentes (on suppose doncG dØployØ),
il existe une surjection à� bres� nies

recG : Irr (G) �! � (G),

vØri� ant les propriØtØs suivantes :

� pour tout caractŁre� deG et pour tout� 2 Irr (G), recG (� 
 � ) = recG (� )� ;

� pour tout � 2 � (G), les conditions suivantes sont Øquivalentes

(i) un ØlØment de� � (G) est une reprØsentation essentiellement de carrØ intØgrable modulo le centre ;

(ii) tous les ØlØments de� � (G) sont des reprØsentations essentiellement de carrØ intØgrable modulo le centre ;

(iii) � 2 � (G)2.

� pour tout � 2 � (G), les conditions suivantes sont Øquivalentes

(i) un ØlØment de� � (G) est une reprØsentation tempØrØe ;

(ii) tous les ØlØments de� � (G) sont des reprØsentations tempØrØes ;

(iii) � 2 � (G)bdd .

� pour tout � 2 � (G), il y a une bijection� � (G) $ Irr (S G
� ). Ainsi, la correspondance de Langlands se prolonge en une

bijection
rece

G : Irr (G)
�

��! � e(G).

Le dernier point permet d’identi� er une reprØsentation irrØductible deG à un paramŁtre de Langlands enrichi
(� , � ). De plus, le second point Ønonce que la caractØrisation, en terme de paramŁtres de Langlands, d’Œtre
essentiellement de carrØ intØgrable pour une reprØsentation, ne se traduit que sur le paramŁtre de Langlands
(pas sur la reprØsentation duS-groupe). Ainsi, conjecturalement, un paramŁtre de Langlands deG discret dØ� nit
un L -paquet constituØ uniquement de reprØsentations essentiellement de carrØ intØgrable et rØciproquement, une
reprØsentation essentiellement de carrØ intØgrable est associØe à un paramŁtre discret. On a le mŒme phØnomŁne
concernant les reprØsentations tempØrØes. En revanche, il est remarquable qu’on puisse avoir dans un mŒmeL -paquet
des reprØsentations irrØductibles supercuspidales et des reprØsentations irrØductibles non-supercuspidales. Par
consØquent, la caractØrisation des paramŁtres de Langlands des reprØsentations supercuspidales porte nØcessairement
une condition surIrr (S G

� ). On reviendra sur ce point plus tard (voir conjecture 3.4).

2.5. ParamŁtres de Langlands des supercuspidales des groupes classiques d’aprŁs M�glin. � À prØsent, on
se propose de rappeler succinctement la notion de bloc de Jordan, introduite par M�glin, pour les reprØsentations
et les paramŁtres de Langlands des groupes classiques. Ceci nous permettra d’Ønoncer le thØorŁme de M�glin sur
le paramØtrage de Langlands des reprØsentations irrØductibles supercuspidales des groupes classiques d’aprŁs la
construction d’Arthur.

Soit G l’un des groupes dØployØsSpN (F ) ou SON (F ). Les sous-groupes de Levi deG sont de la formeGLn1
(F ) �

. . . � GLn r
(F ) � G0, oøG0 est un groupe de mŒme type queG mais de rang semi-simple infØrieur. Par consØquent, si

� i est une reprØsentation deGLn i
(F ) et � 0 une reprØsentation deG0, comme il est d’usage de noter, nous noterons

� 1 � . . .� � r o � 0 pour l’induite parabolique normalisØe de� 1 ‚ . . .‚ � r ‚ � , relativement à un sous-groupe parabolique
standard (pour le sous-groupe de Borel des matrices triangulaires supØrieurs et du tore maximal diagonal). En� n,
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si � est une reprØsentation irrØductible supercuspidale unitaire d’un groupe linØaireGLd (F ) et a ¾ 1 un entier, la
reprØsentation induite

� j j
a � 1

2 � � j j
a � 3

2 � . . . � � j j
1� a

2

admet une unique sous-reprØsentation irrØductible, c’est une reprØsentation de la sØrie discrŁte deGLad (F ) et on la
note St(� ,a ).
Soit � une reprØsentation irrØductible de la sØrie discrŁte deG . On appelle bloc de Jordan de� et on noteJord(� )
l’ensemble des couples(� ,a ) formØs d’une reprØsentation irrØductible supercuspidale irrØductible unitaire� d’un
groupeGLn �

(F ) et d’un entiera ¾1 tel qu’il existe un entiera 0¾1 et
8
<

:

a � a 0 mod 2
St(� ,a )o � irrØductible
St(� ,a 0)o � rØductible

De plus, Arthur a associØ à� 0 un caractŁre d’un certain groupe� ni que l’on note" � 0 (voir [M�g11, 2.5]).

NotonsStdG : ÒG ,! GLN (C) la « reprØsentation standard » deÒG , c’est-à-dire :

G StdG

SO2n +1(F ) Sp2n (C) ,! GL2n (C)

Sp2n (F ) SO2n +1(C) ,! GL2n +1(C)

SO2n (F ) SO2n (C) ,! GL2n (C)

Soit ' 2 � (G)2 un paramŁtre discret deG . ConsidØrons la dØcomposition en composantes isotypiques deStdG � ' :

StdG � ' =
M

� 2I

M

a2Jord(' )�

� ‚ Sa ,

oø Sa est la reprØsentation irrØductible de dimensiona de SL2(C), I est un ensemble de (classes de) reprØsentations
irrØductibles deWF et pour � 2 I , Jord(' )� l’ensemble des entiersa ¾1 tels que� ‚ Sa soit une sous-reprØsentation
irrØductible deStdG � ' . La discrØtion du paramŁtre' implique qu’il n’y a pas de multiplicitØ. On appelle bloc
de Jordan de' l’ensembleJord(' ) =

�
(� ,a ) j � 2 I ,a 2 Jord(' )�

	
. On dira queJord(' ) est sans trou si pour tout

(� ,a ) 2 Jord(' ) aveca ¾3 alors (� ,a � 2) 2 Jord(' ).
Pour (� ,a ) 2 Jord(' ) est associØ un ØlØmentz� ,a 2 Z ÒG (' ) qui agit par le scalaire� 1 sur l’espace associØ à� ‚ Sa et
par 1 ailleurs. On notera Øgalementz� ,a son imageAÒG (' ). Le groupeAÒG (' ) est engendrØ par

�
z� ,a pour (� ,a ) 2 Jord(' ) et a pair
z� ,a z� ,a 0 pour (� ,a ), (� ,a 0) 2 Jord(' ) sans hypothŁse de paritØ sura et a 0

Pour (� ,a ), (� ,a 0) 2 Jord(' ), aveca < a , on dit qu’ils sont consØcutifs si pour toutb 2 Ja + 1,a 0� 1K, (� ,b ) 62Jord(' ).
En� n, on notea � ,min le plus petit entiera ¾1 tel que (� ,a ) 2 Jord(' ). Un caractŁre" de AÒG (' ) sera dit alternØ si
pour tout (� ,a ), (� ,a 0) 2 Jord(' ) consØcutifs," (z� ,a z� ,a 0) = � 1 et si pour tout (� ,a � ,min ) 2 Jord(' ) aveca � ,min pair,
" (z� ,a � ,min

) = � 1.

À prØsent, nous pouvons Ønoncer le paramØtrage des reprØsentations irrØductibles supercuspidales deG .

ThØorŁme 2.9(M�glin, [M�g11, 2.51]) . � La classi� cation de Langlands des sØries discrŁtes deG telle qu’Øtablie par
Arthur, induit une bijection entre l’ensemble des classes des reprØsentations irrØductibles supercuspidales deG et l’ensemble
des couples(' , " ) tel queJord(' ) est sans trou et" est alternØe ; la bijection� 7! (' , " ) est dØ� nie par le fait queJord(' ) =
Jord(� ) et " = " � .

Ajoutons pour conclure un thØorŁme dont on se servira par la suite qui permet de calculer les points de rØductibilitØs
d’une induite de supercuspidale.
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ThØorŁme 2.10(M�glin, [M�g14, §3.2]) . � En reprenant les notations prØcØdentes, si� est une reprØsentation supercus-
pidale irrØductible unitaire deGLd (F ) alors le rØelx 2 R+ tel que� j � jx o � est rØductible, vaut

x =

8
<

:

a � +1
2 si � 2 Jord(� ), aveca � = maxf a 2 N, (� ,a ) 2 Jord(� )g

1
2 si � 62Jord(� ) et (� et ÒG ) sont de mŒme type
0 si � 62Jord(� ) et (� et ÒG ) sont de type di� Ørent

2.6. Centre de Bernstein. � Soit G (les F -points d’un) groupe rØductif connexe dØ� ni et dØployØ sur un corps
p -adique F . Soit P = M N un sous-groupe parabolique deG , de facteur de LeviM . Le foncteur d’induction
normalisØi G

P : Rep(M ) �! Rep(G) et le foncteur de Jacquetr G
P : Rep(G) �! Rep(M ) sont deux foncteurs essentiels

en thØorie des reprØsentations. En e� et, l’induction permet de construire des reprØsentations deG à partir des
reprØsentations d’un sous-groupe de ce dernier. DŁs lors, l’Øtude des reprØsentations deG se dØcompose en l’Øtude
des reprØsentations qu’on obtient par le procØdØ d’induction et l’Øtude des reprØsentations qui ne sont pas obtenues
ainsi. C’est l’objet de la thØorie du centre de Bernstein. On obtient une dØcomposition deRep(G) en produit de
sous-catØgories pleines indØcomposables dont le centre (de chacune de ces sous-catØgories) est isomorphe à l’algŁbre
des fonctions rØguliŁres du quotient d’un tore par l’action d’un groupe� ni.

NotonsHG : G �! X� (G) l’application dØ� ni par la formule

8g 2 G,� 2 X � (G), h� ,HG i = vF (� (g )).

On note G1 = f g 2 G j 8 � 2 X � (G), vF (� (g )) = 0g le noyau de cette application et� (G) � X� (G) son image. Soient
X (G) = Hom (G=G1,C� ) le groupe des caractŁres non-rami� Øs deG et a�

G,C = X � (G) 
 Z C. On a une surjection

a�
G,C • X (G)

� 
 s 7�!
�
g 7! j � (g )js

� ,

de noyau de la forme2� i =(log q )R, oøR est un certain rØseau. Ceci dØ� nit une structure de tore algØbrique complexe
surX (G). De plus, pour tout� 2 a�

G,C, on notera� � le caractŁre non-rami� Ø deG associØ par la surjection prØcØdente.

Soit � une reprØsentation irrØductible lisse deG . Soit P un sous-groupe parabolique deG de facteur de LeviM
tel que r G

P (� ) 6= 0 et minimal pour cette propriØtØ. Soit� un sous-quotient irrØductible der G
P (� ). Alors � est une

reprØsentation irrØductible supercuspidale deM . De plus, si(M 0, � 0) est un couple obtenu de la mŒme façon pour le
choix d’un autre sous-groupe paraboliqueP0 vØri� ant la mŒme propriØtØ, alors il existeg 2 G tel queM 0 = g M et
� ' � 0g (voir [Ren10, Lemme VI.7.1]). On appellesupport cuspidalde � la classe de conjugaison parG du couple
(M ,� ).

ConsidØrons l’ensemble desdonnØescuspidalesde G , c’est-à-dire l’ensemble des couples(M ,� ), oø M est un sous-
groupe de Levi deG et � une reprØsentation irrØductible supercuspidale deM . On dØ� nit les relations d’Øquivalences
suivantes sur l’ensemble des donnØes cuspidales deG . Soient(M 1, � 1) et (M 2, � 2) deux donnØes cuspidales deG . On
dit qu’elles sont :

(i) Øquivalentes s’il existeg 2 G tel que :g M 1 = M 2 et � 2 ' � g
1 ;

(ii) inertiellement Øquivalentes s’il existeg 2 G et � 2 2 X (M 2) tels que :g M 1 = M 2 et � 2 ' � g
1 
 � 2.

On appellepaire cuspidale (resp.paire inertielle) deG une classe d’Øquivalence pour la relation (i) (resp. (ii)) et
on notera 
 (G) (resp.B (G)) l’ensemble des classes d’Øquivalence pour la relation (i) (resp. (ii)). De plus, on notera
(M ,� ) 2 
 (G) la paire cuspidale (resp.[M ,� ] 2 B (G) la paire inertielle) dØ� nie à partir de M et � .

On a vu prØcØdemment comment associer à toute reprØsentation irrØductible� de G son support cuspidal(M ,� ) 2

 (G) : c’est la classe de conjugaison parG d’une donnØe cuspidale(M ,� ) telle que� soit un facteur de composition
de r G

P (� ), oø P est un sous-groupe parabolique de facteur de LeviM ou de façon Øquivalente, telle que� soit un
facteur de composition dei G

P (� ). Ceci dØ� nit des applications de support cuspidal et support inertiel :

Sc: Irr (G) �! 
 (G) et Si : Irr (G) �! 
 (G) • B (G).
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Soit s= [M ,� ] 2 B (G) une paire inertielle deG . On dØ� nit les objets suivants :

� un tore algØbrique Ts = f � 
 � , � 2 X (M )g ' X (M )=X (M )(� ), oøX (M )(� ) = f � 2 X (M ) j � ' � 
 � g;

� un groupe � ni Ws = NG (s)=M = f g 2 NG (M ) j 9� 2 X (M ), � w ' � 
 � g=M .

Le groupe� ni Ws agit sur Ts et le quotientTs=Ws s’identi� e aux paires cuspidales deG dans s, c’est-à-dire à la
� bre au-dessus des par la projection
 (G) • B (G). Ainsi, 
 (G) est muni d’une structure de variØtØ algØbrique dont
les composantes connexes, indexØes pars 2 B (G), sont des quotients de tores algØbriques complexes par l’action de
groupes� nis (voir [Ren10, ThØorŁme VI.7.1]). Ceci s’Øcrit


 (G) =
G

s2B (G)

Ts=Ws.

L’application Si induit une partition deIrr (G) suivant le support inertiel

Irr (G) =
G

s2B (G)

Irr (G)s,

oø Irr (G)s = Si� 1(s). Plus concrŁtement,Irr (G)s est l’ensemble des sous-quotients irrØductibles des induitesi G
P (� 
 � ),

pour � parcourantX (M ), c’est-à-dire

Irr (G)s =
G

� 
 � 2Ts =Ws

J H (i G
P (� 
 � )),

oø J H (i G
P (� 
 � )) dØsigne l’ensemble des sous-quotients irrØductibles dei G

P (� 
 � ).

A prØsent, pour touts 2 B (G), notonsRep(G)s la sous-catØgorie pleine deRep(G) des reprØsentations dont tous les
sous-quotients irrØductibles sont dansIrr (G)s, Z(G) (resp.Z(G)s) le centre de la catØgorieRep(G) (resp.Rep(G)s).

ThØorŁme 2.11(Bernstein,[Ber84, 2.10, 2.13], [Ren10, ThØorŁme VI.7.2, VI.10.3])
Toute reprØsentation� deG est scindØe selon
 (G). La catØgorieRep(G) se dØcompose en produit de catØgories

Rep(G) =
Y

s2B (G)

Rep(G)s.

De plus,
Z(G)s ' C[Ts=Ws].

Ainsi,
Z(G) ' C[
 (G)]

2.7. Centre de Bernstein stable. � On garde les notations de la section prØcØdente, ainsiG dØsigne un groupe
rØductif connexe dØ� ni et dØployØ sur un corpsp -adiqueF . On dispose de deux paramØtrages des reprØsentations
irrØductibles deG . L’un par la dØcomposition de Bernstein, l’autre par la correspondance (conjecturale en gØnØral)
de Langlands.A priori, il n’y a pas de bonne compatibilitØ entre ces paramØtrages. A� n d’Ønoncer un analogue des
rØsultats qu’il a obtenu dans le cas rØel au casp -adique, Vogan introduit un analogue « galoisien » du centre de
Bernstein. Le but de cette partie est de rappeler la construction de cet analogue « galoisien » du centre de Bernstein
par Haines, puis de le relier au centre de Bernstein via la correspondance de Langlands. On s’intØressera à dØcrire
l’analogue du tore et du groupe� ni. Pour cela, on doit dØ� nir les analogues « galoisiens » d’une reprØsentation
supercuspidale, du tore des caractŁres non rami� Øs d’un Levi, du groupe� ni qui agit sur le tore et en� n du support
cuspidal. On suit l’article de Haines [Hai14] dont on a modi� Ø quelques notations et dØ� nitions. En particulier, on ne
traite que le cas oøG est dØployØ alors que [Hai14] traite le cas gØnØral (c’est-à-dire non quasi-dØployØ). Les dØ� nitions
changent aussi lØgŁrement, voir [Hai14, Rem. 5.3.5 et 5.3.6] et la note de bas de page p.10.

DØ� nition 2.12 ([Hai14, 5.1]). � On appelle caractŁrein� nitØsimal deG , d’un paramŁtre de Langlands deG de la
forme

� : WF �! ÒG,

ou sa classe de conjugaison parÒG et on le notera(� )ÒG .
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Pour tout w 2 WF , on notedw =
€

jw j1=2 0
0 jw j� 1=2

Š
2 SL2(C), oø j � j dØsigne la valeur absolue dØ� nie pour tout w 2 WF

par jw j = q � � F (w ) et � F : WF �! Z la valuation qui envoie tout Frobenius gØomØtrique sur1. À tout paramŁtre de
Langlands deG est associØ un caractŁre in� nitØsimal de la maniŁre suivante.

DØ� nition 2.13. � Soit � : W 0
F �! ÒG un paramŁtre de Langlands deG . On appellecaractŁrein� nitØsimal de� , le

morphisme� � : WF �! ÒG (ou sa classe de conjugaison parÒG ) dØ� ni pour tout w 2 WF par � � (w ) = � (w ,dw ).

Remarque 2.14. � Tel qu’il est dØ � ni ici, le caractŁre in� nitØsimal d’un paramŁtre de Langlands correspond à la res-
triction au groupe de Weil du paramŁtre de Langlands pour le groupe de Weil-Deligne « originel ». Nous reviendrons
sur ce point dans la section 3.2

Soit M un sous-groupe de Levi deG et posons� =
�
X � (Z cM )IF

�hFri
= X �

€�
Z cM

IF
�
hFri

Š
. Dans [Kot97], Kottwitz a dØ� ni

un morphisme surjectif� M : M • � , tel queM 1 (voir section 2.6) est le noyau du morphismeM • � =� tors . Par suite,
on obtient une bijection

X (M ) $
€�

Z cM
IF

�
hFri

Š�
.

PosonsX (cM ) = H 1
�
hFri ,

�
Z cM

IF
� � � . Puisqu’on supposeG dØployØ, on a alorsX (cM ) = Hom (hFri ,Z �

cM
). Tout ØlØment de

X (cM ) est identi� Ø à un morphismeWF �! cM , trivial sur IF , à valeur dansZ �
cM

. On obtient ainsi une bijection entre
X (M ) et X (cM ), compatible avec la correspondance de Langlands pour les caractŁres d’aprŁs [Kal12, 4.5.2].

DØ� nition 2.15 ([Hai14, 5.3.3]). � On appelle donnØecuspidalede ÒG un couple(cM ,� ) formØ d’un sous-groupe de
Levi cM de ÒG et d’un paramŁtre de Langlands� : WF �! cM discret deM . On dØ� nit les relations d’Øquivalences
suivantes sur l’ensemble des donnØes cuspidales deÒG . Soient(cM 1, � 1) et (cM 2, � 2) deux donnØes cuspidales deÒG . On
dit qu’elles sont :

(i) Øquivalentes s’il existeg 2 ÒG tel que :g cM 1 = cM 2 et � 2 = g � 1 ;

(ii) inertiellement Øquivalentes s’il existeg 2 ÒG et � 2 2 X (ÓM 2) tels que :g cM 1 = cM 2 et � 2 = g � 1� 2.

On appellepaire cuspidale (resp.paire inertielle) deÒG une classe d’Øquivalence pour la relation (i) (resp. (ii)) et on
notera 
 st(G) (resp.B st(G)) l’ensemble des classes d’Øquivalence pour la relation (i) (resp. (ii)). De plus, on notera
(cM ,� ) 2 
 st(G) la paire cuspidale (resp.[ cM ,� ] 2 B st(G) la paire inertielle) dØ� nie à partir de cM et � .

À tout paramŁtre de Langlands on peut associer sonsupport cuspidalstable de la façon suivante. Soit� 2 � (G)
un paramŁtre de Langlands deG . ConsidØrons son caractŁre in� nitØsimal� � . Le centralisateur dansÒG d’un tore
maximal deZ ÒG (� � )� est un sous-groupe de LevicM � �

de ÒG qui contient l’image de� � et qui est minimal pour cette
propriØtØ. Tous les sous-groupes de Levi deÒG qui contiennent minimalement l’image de� � sont obtenus de cette
façon. En particulier, ils sont tous conjuguØs sous l’action deZ ÒG (� � )� . Par consØquent, l’application

S�c
st

: � (G) �! 
 st(G)
� 7�! (cM � �

, � � )
,

est bien dØ� nie et on noteraS�i�
st la composØe deS�c

st avec la projection
 st(G) • B st(G).
Comme pour
 (G), l’ensemble
 st(G) est muni d’une structure de variØtØ algØbrique dont les composantes connexes
sont indexØes parB st(G) et sont des quotients de tores complexes par l’action de groupes� nis.
Soit �i�= [ cM ,� ] 2 B st(G) une paire inertielle deÒG . On dØ� nit les objets suivants :

� un tore algØbrique T�i�=
�
(�� )cM , � 2 X (cM )

	
' X (cM )=X (cM )(� ), oøX (cM )(� ) = f � 2 X (cM ) j (� )cM = (�� )cM g;

� un groupe � ni W�i�=
�
w 2 NÒG (cM ) j 9� 2 X (cM ),(w � )cM = (�� )cM

	
=cM .

Le groupe� ni W�i� agit sur T�i� et le quotientT�i�=W�i� s’identi� e aux paires cuspidales deÒG dans �i�, c’est-à-dire à la
� bre au-dessus de�i�par la projection naturelle
 st(G) • B st(G). Ainsi, 
 st(G) est muni d’une structure de variØtØ
algØbrique dont les composantes connexes, indexØes par�i�2 B st(G), sont des quotients de tores algØbriques complexes
par l’action de groupes� nis. Ceci s’Øcrit


 st(G) =
G

�i�2B st(G)

T�i�=W�i�.
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L’application S�i�
st induit une partition de� (G) suivant le support inertiel stable

� (G) =
G

�i�2B st(G)

� (G)�i�,

oø � (G)�i�= S�i�
st� 1

(�i�) dØsigne l’ensemble des classes de paramŁtres de Langlands deG qui admettent un support
cuspidal stable dans�i�.

DØ� nition 2.16 ([Hai14, p.15]). � On appelle centre de Bernstein stable deG et on noteZst(G) l’anneau des fonc-
tions rØguliŁres sur
 st(G) :

Zst(G) = C[
 st(G)].

La terminologie « stable » trouve son origine dans la volontØ de faire agir un sous-anneau du centre de Bernstein sur
les distributions stables deG (voir [Vog93, §7], [Hai14, Rem. 5.5.4] et [SS13, §6]).

Conjecture 2.17(de compatibilitØ de la correspondance de Langlands avec l’induction parabolique, Vogan
[Vog93, 7.18], Haines [Hai14, 5.2.2] )
Soit P un sous-groupe parabolique deG de facteur de LeviM . Soient� une reprØsentation irrØductible supercuspidale de
M et � un sous-quotient irrØductible dei G

P (� ). Soient� � : W 0
F �! cM et � � : W 0

F �! ÒG les paramŁtres de Langlands
respectifs de� et � . À ÒG -conjugaison prŁs, on a un plongement naturelcM ,! ÒG et on peut voir� � : W 0

F �! cM ,! ÒG
comme un paramŁtre de Langlands deG . La correspondance de Langlands devrait Œtre compatible avec l’ØgalitØ des caractŁres
in� nitØsimaux suivante :

(� � �
)ÒG = (� � �

)ÒG .

DØ� nition 2.18 ([Hai14, 5.1 & 5.3.3]). � Soit �i�= [ cM ,� ] 2 B st(G) une paire inertielle deÒG . On appelleclasse
in� nitØsimale (oupaquet in� nitØsimal) de� la rØunion desL -paquets de paramŁtres admettant� pour caractŁre
in� nitØsimal et on note

� +
� (G) =

G

� 2� (G)
(� � )ÒG =(� )ÒG

� � (G).

On appellepaquetinertiel de �i�la rØunion desL -paquets de paramŁtres admettant� pour caractŁre in� nitØsimal à
un cocaractŁre non-rami� Ø prŁs decM et on note

� +
�i�(G) =

G

� 2� (G)
(� � )ÒG =(�� )ÒG

� 2X (cM )

� � (G) =
G

(�� )cM 2T �i�=W�i�

� +
�� (G).

3. Centre de Bernstein dual

Dans cette section nous allons conjecturer une propriØtØ qui devrait caractØriser les paramŁtres de Langlands
enrichis des reprØsentations supercuspidales des groupes dØployØs. Le principal ingrØdient de cette conjecture et des
constructions qui suivront est la correspondance de Springer gØnØralisØe. Nous Ønonçons donc notre conjecture sur
le paramØtrage des reprØsentations supercuspidales, nous vØri� ons que cette conjecture est vraie pour les cas connus
de la correspondance de Langlands, puis nous dØ� nissons une application de support cuspidal sur les paramŁtres de
Langlands enrichis. Ainsi, nous sommes en mesure de dØ� nir l’analogue galoisien de la dØcomposition et du centre
de Bernstein : le centre de Bernstein dual.

En reprenant les notations de la conjecture 2.17, la conjecture de compatibilitØ de la correspondance de Langlands
avec l’induction parabolique implique que le caractŁre in� nitØsimal de� � ne dØpend que du support cuspidal de� .
Bien que� soit supercuspidale, la restriction àSL2(C) de � � n’est pas nØcessairement triviale. Cette situation n’a pas
lieu pour GLn (F ) et SLn (F ) mais dansGSp4(F ),Sp4(F ) et SO5(F ) elle peut se produire. Donnons un exemple.
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Exemple 3.1. � ConsidØrons le groupeG = SO5(F ) et le paramŁtre' 2 � (G) donnØ parStdG � ' = � 1 ‚ S2 � � 2 ‚ S2

de SO5(F ), oø � 1 et � 2 sont deux caractŁres quadratiques distincts deWF et S2 la reprØsentation irrØductible de
dimension2 de SL2(C). Il dØ� nit un L -paquet constituØ d’une reprØsentation de carrØ intØgrable qui est un sous-
quotient irrØductible de l’induite� 1=2� 1 � � 2� 1=2 o 1 et d’une reprØsentation supercuspidale deSO5(F ).

Reprenons les notations de la section prØcØdentes et soit(cM ,� ) 2 
 st(G). NotonsL (ÒG) l’ensemble des (classes de
conjugasion parÒG de) sous-groupes de Levi deÒG . Pour tout sous-groupe de LeviL de G et pour tout paramŁtre de
Langlands' 2 � (L) de L , notons� ' (L)cusp les reprØsentations irrØductibles supercuspidales dans le paquet� ' (L).

Supposons que la conjecture 2.17 soit vraie. Soient� 2 � +
� (G) et � � 2 � (G) le paramŁtre de Langlands de� . Soient

(L , � ) 2 
 (G) le support cuspidal de� et ' � 2 � (L) le paramŁtre de Langlands de� . Par hypothŁse,(� � �
)ÒG = (� ' �

)ÒG =
(� )ÒG et ainsiJ H (i G

P (� )) � � +
� (G). On obtient donc

� +
� (G) �

G

bL2L (ÒG)

G

' 2� (L)
(� ' )ÒG =(� )ÒG

G

� 2� ' (L)cusp

J H (i G
LU (� )).

L’inclusion rØciproque Øtant immØdiate, et on obtient :

Proposition 3.2. � La conjecture de compatibilitØ de la correspondance de Langlands pourG avec l’induction parabolique
(conjecture 2.17) est Øquivalente à ce que pour tout sous-groupe de LevicM de ÒG , pour tout caractŁre in� nitØsimal discret
� : WF �! L M , on a :

� +
� (G) =

G

bL2L (ÒG)

G

' 2� (L)
(� ' )ÒG =(� )ÒG

G

� 2� ' (L)cusp

J H (i G
LU (� )).

La correspondance de Langlands prØdit un paramØtrage d’un paquet� � (G) par les reprØsentations irrØductibles du
groupe� ni S G

� , qui est essentiellement le groupe des composantes du centralisateur dansÒG de l’image� . Notre but
dans ce qui suit va Œtre, en se donnant un caractŁre in� nitØsimal discret� : WF �! cM , de dØterminer « explicitement
» cette dØcomposition, c’est-à-dire de prØciser les sous-groupes de Levi, les paramŁtres de Langlands qui apparaissent
en terme de paramŁtre de Langlands enrichis.

3.1. Conjecture sur les paramŁtres de Langlands des reprØsentations supercuspidales. �Dans cette section,
comme son titre l’indique, nous conjecturons la propriØtØ qui caractØrise les paramŁtres de Langlands enrichis des
reprØsentations supercuspidales. Pour commencer, remarquons les faits et les tautologies suivants. La correspondance
de Langlands prØdit qu’une reprØsentation (essentiellement) de la sØrie discrŁte� de G admet un paramŁtre de Lan-
glands� � 2 � (G) discret, c’est-à-dire dont l’image ne se factorise dans un sous-groupe de Levi propre deÒG . Puisque
cette caractØrisation ne porte que sur le paramŁtre de Langlands� � , tous les ØlØments duL -paquet� � �

(G) sont des
reprØsentations de la sØrie discrŁte. Le mŒme phØnomŁne a lieu quand on remplace sØrie discrŁte par tempØrØe. En
revanche, on sait (et on a vu) qu’il y a des paquets qui contiennent des reprØsentations supercuspidales et des non-
supercuspidales. Ainsi, si on veut caractØriser les paramŁtres de Langlands' des reprØsentations supercuspidales, on
devra nØcessairement prendre en compte les reprØsentations irrØductibles deIrr (S G

' ). Dans ce qui suit on Ønonce une
conjecture concernant les paramŁtres de Langlands des reprØsentations supercuspidales. Puisque qu’une reprØsenta-
tion supercuspidale est en particulier une reprØsentation essentiellement de la sØrie discrŁte, son paramŁtre est discret.

Soient' : W 0
F �! ÒG un paramŁtre de Langlands deG discret et" une reprØsentation irrØductible deS G

' . DØ� nissons

H G
' = Z ÒG (' WF

).

On a l’ØgalitØ remarquable suivante

Z ÒG (' ) =Z ÒG (' WF
, ' SL2(C))

=ZZ ÒG (' WF
)(' SL2(C))

=ZH G
'

(' SL2(C)).



18 AHMED MOUSSAOUI

Ainsi, AÒG (' ) = AH G
'

(' SL2(C)) et A(H G
' )

� (' SL2(C)) est un sous-groupe distinguØ de ce dernier. ConsidØrons le diagramme
suivant

AH G
'

(' SL2(C)) S G
'

A(H G
' )

� (' SL2(C))

Notonse" la reprØsentation irrØductible deAH G
'

(' SL2(C)) qui est la composØe de" par la surjectionAH G
'

(' SL2(C)) • S G
' .

D’aprŁs [Kot84, 10.1.1],H G
' est un groupe rØductif et un thØorŁme de Kostant [CG10, 3.7.3 & 3.7.23] montre qu’en notant

u ' = '
�
1,

�
1 1
0 1

��
2 (H G

' )
� , alorsZH G

'
(' SL2(C)) est un sous-groupe rØductif maximal deZH G

'
(u ' ). En particulier, on a :

AH G
'

(' SL2(C)) ' AH G
'

(u ' ).

DØ� nition 3.3 . � Soient ' 2 � (G) un paramŁtre discret deG , " 2 Irr (S G
' ) et e" la reprØsentation irrØductible de

AÒG (' ) ' AH G
'

(' SL2(C)) ' AH G
'

(u ' ) dØcrit ci-dessus. On dit que

� " est cuspidale lorsque toutes les reprØsentations irrØductibles deA(H G
' )� (u ' ) apparaissant dans la restriction

de e" à A(H G
' )� (u ' ) sont cuspidales au sens de Lusztig (dØ� nition 2.1) et on noteraIrr (S G

' )cusp l’ensemble des
reprØsentations irrØductibles cuspidales deS G

' ;

� ' un paramŁtre de Langlandscuspidal deG lorsqueIrr (S G
' )cusp est non vide.

Conjecture 3.4. � Soit ' 2 � (G) un paramŁtre de Langlands deG . Le L -paquet� ' (G) contient des reprØsentations
supercuspidales deG , si et seulement si,' est un paramŁtre de Langlands cuspidal. Si tel est le cas, les reprØsentations
supercuspidales de� ' (G) sont paramØtrØes parIrr (S G

' )cusp. Autrement dit, il existe une bijection :

� ' (G)cusp $ Irr (S G
' )cusp.

Remarque 3.5. � La condition de discrØtion de ' est nØcessaire. En e� et, prenonsG = GL2(F ) et soient � 1, � 2

deux caractŁres distincts deWF . DØ� nissons' : W 0
F �! GL2(C), pour tout (w , x ) 2 WF � SL2(C), par ' (w , x ) =

diag(� 1(w ), � 2(w )). Alors ' n’est pas discret (son image se factorise à travers un tore maximal deGL2(C)) et H G
' '

(C� )2. La reprØsentation triviale deS G
' = AH '

(1) = f 1g est cuspidale (pour l’orbite unipotenteC
H G

'

1 ) mais ' n’est pas
le paramŁtre d’une reprØsentation supercuspidale deGL2(F ).

On se propose de dØcrire la forme des paramŁtres de Langlands cuspidaux dans les cas du groupe linØaire, symplec-
tique et spØcial orthogonal. Pour dØcrire la forme des paramŁtres et le calcul des divers centralisateurs, on se rØfŁre
à [GGPW12]. On noteraI O (resp.I S) un certain ensemble de reprØsentations irrØductibles deWF de type orthogonal
(resp. symplectique) etSd la reprØsentation irrØductible de dimensiond de SL2(C).

Proposition 3.6. � Pour un groupe linØaire ou un groupe classique dØployØ, les paramŁtres de Langlands cuspidaux (dØ� -
nition 3.3) sont :

� pour GLn (F ),
' : WF �! GLn (C), irrØductible (ou de façon Øquivalente discret);

� pour SO2n +1(F ),

StdG � ' =
M

� 2I O

d �M

a=1

� ‚ S2a

M

� 2I S

d �M

a=1

� ‚ S2a � 1, 8� 2 I O,d � 2 N, 8� 2 I S,d � 2 N � ;

� pour Sp2n (F ) ouSO2n (F ),

StdG � ' =
M

� 2I S

d �M

a=1

� ‚ S2a

M

� 2I O

d �M

a=1

� ‚ S2a � 1, 8� 2 I O,d � 2 N � , 8� 2 I S,d � 2 N.



CENTRE DE BERNSTEIN DUAL POUR LES GROUPES CLASSIQUES 19

De plus, d’aprŁs la construction de la correspondance de Langlands pourGLn par Harris-Taylor et Henniart et le thØorŁme
2.9 de M�glin qui dØcrit les paramŁtres de Langlands des reprØsentations supercuspidales pour les groupes classiques, les
reprØsentations supercuspidales deG sont paramØtrØes par(' , " ) avec' un paramŁtre de Langlands cuspidal deG et
" 2 Irr (S G

' )cusp. Autrement dit, la conjecture 3.4 est vraie lorsqueG est un groupe linØaire ou un groupe classique dØployØ.

DØmonstration. � Soit ' : W 0
F �! GLn (C) un paramŁtre cuspidal deG = GLn (F ). Écrivons la dØcomposition en

composante isotypique de la restriction àWF de ' ,

' WF
=

M

� 2I

� 
 M � ,

oø I est un ensemble� ni de reprØsention irrØductible deWF . D’oø,

H G
' = ZGLn (C)(' WF

)

'
Y

� 2I

GLm �
(C),

oø m � = dim M � . On peut donc Øcrireu ' = (u � )� 2I , oøu � 2 GLm �
(C) et se ramener à un Øtudier un seul facteur pour

l’existence d’une paire cuspidale. Or, d’aprŁs la classi� cation des paires cuspidales (voir table 2), ceci est Øquivalent
au fait que pour tout� 2 I , m � = 1 et u � = 1. D’oø ZGLn (C)(' ) =

Q
� 2I GL1(C). À prØsent, la discrØtion du paramŁtre

impose queZ (GLn (C))� = GL1(C) soit un tore maximal deZGLn (C)(' ), par suiteI est un singleton etZGLn (C)(' ) = GL1(C).

Ceci montre que,' est un paramŁtre cuspidal deGLn , si et seulement si,' est un paramŁtre de Langlands discret
trivial sur SL2(C).

Soit ' : W 0
F �! Sp2n (C) un paramŁtre cuspidal deG = SO2n +1(F ). Écrivons la dØcomposition en composantes

isotypiques de la restriction àWF de ' ,

' WF
=

M

� 2I O

� 
 M �

M

� 2I S

� 
 M �

M

� 2I GL

(� � � _ ) 
 M � .

Ainsi,
H G

' '
Y

� 2I O

Spm �
(C) �

Y

� 2I S

Om �
(C) �

Y

� 2I GL

GLm �
(C).

D’aprŁs la classi� cation des paires cuspidales (table 2), on obtient les conditions suivantes :

� pour � 2 I O, m � = d � (d � + 1), d � 2 N ;

� pour � 2 I S, m � = d 2
� , d � 2 N � ;

� pour � 2 I GL, m � = 1.

De plus,' est de la forme (on rappelle queSd dØsigne la reprØsentation irrØductible deSL2(C) de dimensiond ),

StdG � ' =
M

� 2I O

d �M

a=1

� ‚ S2a

M

� 2I S

d �M

a=1

� ‚ S2a � 1

M

� 2I GL

(� � � _ ).

Par suite, on trouve

ZSp2n (C)(' ) =
Y

� 2I O

d �Y

a=1

(Z=2Z) �
Y

� 2I S

d �Y

a=1

(Z=2Z) �
Y

� 2I GL

GL1(C).

Puisque' est discret,ZSp2n (C)(' ) ne contient aucun tore non trivial. Par suite,I GL est vide et donc

ZSp2n (C)(' ) =
Y

� 2I Ot I S

(Z=2Z)d � ,

et

StdG � ' =
M

� 2I O

d �M

a=1

� ‚ S2a

M

� 2I S

d �M

a=1

� ‚ S2a � 1.

Écrivons le bloc de Jordan correspondant à ce paramŁtre de Langlands

Jord(' ) =
�
(� ,2), . . . ,(� ,2d � � 2), (� ,2d � ), � 2 I O

	
t

�
(� ,1), . . . ,(� ,2d � � 3), (� ,2d � � 1), � 2 I S

	
.
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Ainsi, Jord(' ) est sans trou et de plus, nous avons dØcrit à la suite de la table 2 les caractŁres cuspidaux" S
d , " O

d
0 et

" O
d

00. Ceux-ci correspondent exactement aux caractŁres alternØs du thØorŁme 2.9 de M�glin . RØciproquement, un
bloc de Jordan sans trou correspond à ces partitions d’unipotents dansSpm �

(C) et SOm �
(C) et les caractŁres alternØes

à ces caractŁres cuspidaux.

Pour un groupe symplectique ou un groupe spØcial orthogonal pair, c’est essentiellement la mŒme dØmonstration.

Supposons temporairement queG est un groupe rØductif connexe dØ� ni et quasi-dØployØ surF . La dØ� nition 3.3 et
la conjecture 3.4 ont toujours un sens dans ce contexte.

Lemme 3.7. � SoientM un sous-groupe de Levi deG et � : WF �! L M un paramŁtre de Langlands deM discret. Alors,
Z cM (� )� =

€
Z � F

cM

Š�
. En particulier,Z cM (� )� est un tore.

DØmonstration. � D’aprŁs [Kot84, 10.3.1],Z cM (� )� � Z cM . De plus,Z cM (� ) \ Z cM = Z � F

cM
, d’oø Z cM (� )� �

€
Z � F

cM

Š�
. L’autre

inclusion Øtant Øvidente, il y a ØgalitØ.

Proposition 3.8. � On reprend les notations du lemme prØcØdent. Si� 2 � (M ) est un paramŁtre de Langlands deM
de caractŁre in� nitØsimal(� )cM , alors(� )cM = (� )cM . Ceci implique que le paquet in� nitØsimal etL -paquet dØ� ni par �
coïncident :

� +
� (M ) = � � (M ).

De plus, toutes les reprØsentations irrØductibles deS � (M ) sont cuspidales, c’est-à-dire

Irr (S M
� ) = Irr (S M

� )cusp.

DØmonstration. � Soit � : W 0
F �! L M un paramŁtre de Langlands deM de caractŁre in� nitØsimal(� )cM , quitte à

conjuger par Ølement decM , ceci signi� e que pour toutw 2 WF , � (w ,dw ) = � (w ).
Par connexitØ,� (SL2(C)) � Z cM (� WF

)� . L’image par� de TSL2
=

��
t

t � 1

�
, t 2 C�

	
, tore maximal deSL2(C), est un tore

(Øventuellement trivial) deZ cM (� WF
)� . SoitA un tore maximal deZ cM (� WF

)� contenant� (TSL2
). NotonsL L = ZL M (A) ;

d’aprŁs [Bor79, 3.6] c’est un sous-groupe de Levi deL M qui contient minimalement l’image de� WF
. Puisque pour

tout w 2 WF , � (1,dw ) 2 A � bL , on a pourw 2 WF , � (w ) = � (w ,dw ) 2 L L . Par discrØtion de� , L L = L M et � WF
est

un paramŁtre discret deM . D’aprŁs ce qui prØcŁde,Z cM (� WF
)� est un tore. L’image deSL2(C) par � est contenue

dans un tore, cette image est donc triviale. D’oø� = � .
Soient" 2 Irr (S M

� ) et e" 2 Irr (AcM (� )). Puisque(H M
� )

�
= Z cM (� )� est un tore, la seule sous-reprØsentation irrØductible

de la restriction dee" à A(H M
� )

� (1) est la reprØsentation triviale et la paire(C (H M
� )

�

1 , triv ) est automatiquement cuspidale.
D’oø Irr (S M

� ) = Irr (S M
� )cusp.

Remarque 3.9. � Cette proposition montre que la conjecture 3.4 sur le paramØtrage des reprØsentations supercuspi-
dales est compatible avec une propriØtØ de la correspondance de Langlands, à savoir que leL -paquet d’un paramŁtre
discret � : WF �! L M n’est constituØ que de reprØsentations supercuspidales deM . Notons par ailleurs, qu’Heier-
mann dans [Hei06] construit sous diverses hypothŁses les paramŁtres de sØries discrŁtes non-cuspidales à partir du
paramŁtre de leurs support cuspidal. Sa construction montre que nØcessairement la restriction àSL2(C) est non tri-
viale pour ces sØries discrŁtes. Ainsi un paramŁtre discret trivial surSL2(C) ne peut contenir que des reprØsentations
supercuspidales. Dans [Hai14, 5.6.1], Haines prouve, en supposant (essentiellement) la conjecture de compatibilitØ 2.17,
que � +

� (G) ne contient que des reprØsentations supercuspidales, si et seulementG = M .

Nous introduisons la dØ� nition suivante a� n d’Øviter la rØpØtition des phrases du type : «une supercuspidale dont le
paramŁtre de Langlands n’est pas trivial sur le facteurSL2».

DØ� nition 3.10. � Soit � une reprØsentation irrØductible supercuspidale deG . On dira que� estordinaire lorsque
son paramŁtre de Langlands est de la forme� : WF �! LG , c’est-à-dire trivial sur le facteurSL2(C). Dans le cas
contraire, on dira que� estorpheline.
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Remarque 3.11. � Par consØquent, les reprØsentations supercuspidales ordinaires sont (conjecturalement) dans des
L -paquets ne contenant que des supercuspidales et les reprØsentations supercuspidales orphelines sont dans des
L -paquets pouvant contenir des sØries discrŁtes qui ne sont pas supercuspidales. La conjecture 3.4 caractØrise essen-
tiellement les reprØsentations supercuspidales orphelines.

On suppose queG est un groupe rØductif connexe dØ� ni et dØployØ surF .

DØ� nition 3.12. � On appelle donnØecuspidaleenrichiede ÒG un triplet (bL, ' , " ) formØ d’un sous-groupe de Levi
bL de ÒG , d’un paramŁtre de Langlands cuspidal' : W 0

F �! bL de L et d’une reprØsentation irrØductible cuspidale" de
S L

' . On dØ� nit les relations d’Øquivalences suivantes sur l’ensemble des donnØes cuspidales enrichies deÒG . Soient
(bL1, ' 1, " 1) et (bL2, ' 2, " 2) deux donnØes cuspidales enrichies deÒG . On dit qu’elles sont :

(i) Øquivalentes s’il existeg 2 ÒG tel que :g bL1 = bL2, ' 2 = g ' 1 et " 2 ' " g
1 ;

(ii) inertiellement Øquivalentes s’il existeg 2 ÒG et � 2 2 X (cL2) tels que :g bL1 = bL2, ' 2 = g ' 1� 2 et " 2 ' " g
1 .

On appelletriplet cuspidal (resp.triplet inertiel) de ÒG une classe d’Øquivalence pour la relation (i) (resp. (ii)) et on
notera 
 st

e (G) (resp.B e
st(G)) l’ensemble des classes d’Øquivalence pour la relation (i) (resp. (ii)). De plus, on notera

(bL, ' , " ) 2 
 st
e (G) le triplet cuspidal (resp.[bL, ' , " ] 2 B st

e (G) le triplet inertiel) dØ� ni à partir de bL , ' et " .

Comme pour
 (G), l’ensemble
 st
e (G) est muni d’une structure de variØtØ algØbrique dont les composantes connexes

sont indexØes parB st
e (G) et sont des quotients de tores complexes par l’action de groupes� nis.

Soit 	j= [ bL, ' , " ] 2 B st
e (G) un triplet inertiel de ÒG . On dØ� nit les objets suivants :

� un tore algØbrique T 	j =
�
('� )bL , � 2 X (bL)

	
' X (bL)=X (bL)(' ), oøX (bL)(' ) = f � 2 X (bL) j (' )bL = ('� )bL g;

� un groupe � ni W	j =
�
w 2 NÒG (bL) j 9� 2 X (bL),(w ' )bL = ('� )bL , " w ' "

	
=bL.

Le groupe� ni W	j agit sur T 	j et le quotientT 	j=W	j s’identi� e aux triplets cuspidaux deÒG dans 	j, c’est-à-dire à la
� bre au-dessus de	j par la projection naturelle
 st

e (G) • B st
e (G). Ainsi, 
 st

e (G) est muni d’une structure de variØtØ
algØbrique dont les composantes connexes, indexØes par	j 2 B st

e (G), sont des quotients de tores algØbriques complexes
par l’action de groupes� nis. Ceci s’Øcrit


 st
e (G) =

G

	j2B st
e (G)

T 	j=W	j.

DØ� nition 3.13. � On appelle centrede Bernsteindual deG et on noteZst
e (G) l’anneau des fonctions rØguliŁres sur


 st
e (G) :

Zst
e (G) = C[
 st

e (G)].

Contrairement à la dØcomposition de la section prØcØdente, pour le moment, on ne sait pas associer à tout paramŁtre
de Langlands enrichi(� , � ) 2 � e(G) un triplet cuspidal deÒG . Ce sera l’objet de la section suivante. La conjecture
ci-dessous Øtablit le lien entre le centre de Bernstein et le centre de Bernstein dual.

Conjecture 3.14. � Supposons que pour tous les sous-groupes de LeviL deG , les paramŁtres de Langlands enrichis cuspidaux
de L sont les paramŁtres des reprØsentations irrØductibles supercuspidales deL . SoientL un sous-groupe de Levi deG ,
' : W 0

F �! bL un paramŁtre de Langlands cuspidal deL , � 2 � ' (L)cusp un reprØsentation irrØductible supercuspidale
paramØtrØe par" 2 Irr (S L

' )cusp. On notes = [ L, � ] 2 B (G) et 	j = [ bL, ' , " ] 2 B st
e (G). La correspondance de Langlands

induit des isomorphismes :
Ts �! T 	j

t 7�! bt
,

Ws �! W 	j

w 7�! Òw
,

tels que pour toutt 2 Ts, w 2 Ws :
Õw � t = Òw � bt .
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Cette conjecture Ønonce principalement que la correspondance de Langlands pour les reprØsentation supercuspidales
des sous-groupes de Levi deG produit un isomorphisme


 (G) ' 
 st
e (G),

et donc
Z(G) ' Zst

e (G),

le membre de droite Øtant dØ� ni en terme de paramŁtres de Langlands. Par ailleurs, sis = [ L, � ] 2 B (G), l’isomor-
phismeTs ' T 	j rØsulte de la correspondance de Langlands pour les caractŁres et la compatibilitØ de la correspondance
de Langlands pourL avec les caractŁres, c’est-à-dire, pour tout caractŁre� de L , recL (� 
 � ) = recL (� )� .
La conjecture 3.14 sera prouvØe pour les groupes classiques au thØorŁme 4.1.

3.2. Les groupes de Weil-Deligne. � Commençons par un rappel sur les deux notions de groupes de Weil-Deligne.
À l’origine, Deligne a introduit dans [Del73, 8.3.6] le groupe de Weil-Deligne comme le produit semi-direct

W DF = Co WF ,

l’action deWF sur C Øtant dØ� nie de la façon suivante : pour toutw 2 WF , z 2 C, w z w � 1 = jw jz . Ainsi, pour tout
(z ,w ), (z0,w 0) 2 W DF ,

(z ,w )(z0,w 0) = (z + jw jz0,w w 0).

On reprend les notations prØcØdentes et on notebg l’algŁbre de Lie deÒG . Dans ce contexte, un paramŁtre de Langlands
de G est la donnØe d’un couple(� ,N ) avec

� � : WF �! ÒG , un morphisme continu et dont l’image est constituØ d’ØlØments semi-simples ;

� N 2 bg, un ØlØment nilpotent tel que pour toutw 2 WF , Ad(� (w ))N = jw jN .

La relation d’Øquivalence sur ces couples est toujours la conjugaison parÒG , c’est-à-dire (� ,N ) est Øquivalent à
(� 0,N 0), si et seulement si, il existeg 2 ÒG tel que � 0 = g � et N 0 = Ad(g)N . Pour distinguer les deux notions de
paramŁtres de Langlands, on appelera les couples dØ� nis prØcØdemment des paramŁtres de Langlands originels deG .

Rappelons que pour toutw 2 WF , on notedw =
€

jw j1=2 0
0 jw j� 1=2

Š
2 SL2(C). À un paramŁtre de Langlands deG de la

forme � : W 0
F �! ÒG , on dØ� nit un paramŁtre de Langlands originel(� � ,N� ) de G de la façon suivante : pour tout

w 2 WF ,
� � (w ) = � (w ,dw ) et N� = d � SL2(C)

�
0 1
0 0

�
.

RØciproquement, à un paramŁtre de Langlands originel(� ,N ) de G on peut associer un paramŁtre de Langlands
de G de la forme� : W 0

F �! ÒG . Pour cela, on noteK G
� = Z ÒG (� IF

) le centralisateur dansÒG de l’image de l’inertie
par � , kG

� = f x 2 bg j 8 w 2 IF , Ad(� (w ))x = x g son algŁbre de Lie etf � = � (Fr). L’ØlØment semi-simplef � normalise
� (IF ), il agit donc par adjonction surkG

� . Pour � 2 C, notonskG
� (� ) l’espace propre relatif à l’action def � danskG

�

associØ à la valeur propre� . La condition queN doit vØri� er est donc Øquivalente àN 2 kG
� (q � 1). L’ØlØmentN 2 kG

�

Øtant nilpotent, d’aprŁs le thØorŁme de Jacobson-Morozov, il existe unsl2-triplet (x , y,z), c’est-à-dire des ØlØments
x , y,z 2 kG

� vØri� ant
[z , x ] = 2x , [z , y ] = � 2y, [x , y ] = z,

avecx = N . De plus, d’aprŁs un ra� nement de Kostant du thØorŁme de Jacobson-Morozov (voir [GR10, lemma 2.1]),
on peut supposer que lesl2-triplet (x , y,z) vØri� e

x 2 kG
� (q � 1), z 2 kG

� (1) et y 2 kG
� (q ).

Soit  : SL2(C) �!
�
K G

�

� � le morphisme dØ� ni par le sl2-triplet (x , y,z). En particulier, on a
�

1 1
0 1

�
= exp(N ). On

dØ� nit un morphisme� � : WF �!
�
K G

�

� � pour tout w 2 WF , par

� � (w ) =  (dw )� 1.

Il est clair que � � est entiŁrement dØterminØ par l’image deFr, c’est-à-dire par s = 
€

q 1=2 0
0 q � 1=2

Š
= exp

€
log q

2 Z
Š
.

Puisquelog q
2 Z 2 j � (1), s� = � (Fr) commute à s . De plus, on a les relations

Ad(s )x = q x , Ad(s )Y = q � 1Y.
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Ceci montre quex ,Y et Z sont � xØs par l’action adjointe des ØlØments de(�� � )(WF ), donc  (SL2(C)) est contenu
dansZ ÒG ((�� � )(WF )). Ceci permet de dØ� nir � : W 0

F �! ÒG pour tout w 2 WF , x 2 SL2(C), par

� (w , x ) = � (w )� � (w ) (x ).

On obtient ainsi une bijection entre les classes de paramŁtres de Langlands deG et les classes de paramŁtres de
Langlands originels deG (voir [GR10, proposition 2.2]).

Dans ce qui suit nous montrons que des paramŁtres de Langlands pourW 0
F et pour W DF associØs, ont leurs groupes

de composantes du centralisateur de leurs images isomorphes. D’aprŁs un thØorŁme de Kostant, puisqueK G
� est

rØductif,ZK G
�

( ) est un sous-groupe rØductif maximal deZK G
�

(N ) et ZK G
�

(N ) = ZK G
�

( )U , oøU est le radical unipotent
de ZK G

�
(N ). De plus,N 2 kG

� (q � 1) et f � agit par conjugaison surZK G
�

(N ). Le sous-groupeU Øtant caractØristique
on a f � U f � 1

� = U et d’aprŁs [Hum75, Theorem 18.3]ZU (f � ) est un groupe unipotent et connexe. Pour toutk 2
ZK G

�
( ), l’ØlØmentf � k f � 1

� � xe lesl2-triplet (x , y,z) et cela montre queZK G
�

( ) est stable parf � . Par suite,Z ÒG (� ,N ) =
ZK G

�
(f � ,N ) et ZK G

�
(f � ,N ) = ZK G

�
(f � ,  )ZU (f � ). D’oø

Z ÒG (� ,N ) = Z ÒG (� )ZU (f � ) et AÒG (� ,N ) ' AÒG (� ).

A� n de pouvoir appliquer certain rØsultats (essentiellement ceux de Lusztig [Lus88], [Lus95b] et [Lus95b]) on souhaite
remplacer f � par un ØlØment semi-simple de l’algŁbre de Lie d’un certain groupe (qui n’est certainement pasK G

�

puisque en gØnØralf � 62K G
� ). On notef � = s� t � la dØcomposition de l’ØlØment semi-simplef � en produit d’un ØlØment

semi-simple hyperboliques� et elliptique t � . Ceci signi� e par exemple que pour tout caractŁre rationnel� d’un
tore maximal qui contientf � , alors � (s� ) 2 R�

+ et � (t � ) 2 S1. Soit N 2 bg. Puisquef � agit algØbriquement surkG
� ,

N 2 kG
� (q � 1), si et seulement si,Ad(t � )N = N et Ad(s� )N = q � 1N . Notons

JG
� = Z ÒG (� IF

, t � ) et jG� = f x 2 bg j 8 w 2 IF , Ad(� (w ))x = x etAd(t � )x = x g.

Puisquef � normalise � (IF ), il normalise ØgalementK G
� = Z ÒG (� IF

). Ainsi, il existen 2 N � tel que f n
� 2 K G

� et en
particulier sn

� 2 K G
� . L’ØlØment semi-simples� commute à t � et la composante neutre

�
JG
�

� � est d’indice� ni dans JG
� .

Il existe donc une certaine puissancesm
� 2

�
JG
�

� � . Puisques� est semi-simple hyperbolique, ceci impliques� 2
�
JG
�

� � .

L’intØrŒt du paragraphe prØcØdent est le suivant. À partir d’un paramŁtre de Langlands originel(� ,N ), nous avons
dØ� ni trois groupesH G

� , JG
� et K G

� vØri� ant H G
� � JG

� � K G
� . Les ØlØments semi-simplesf � et s� agissent de façon

identique surN . Par ailleurs,f � 62K G
� alors ques� 2 J� (il peut mŒme se descendre à l’algŁbre de Lie) etH G

� =
Z JG

�
(s� ) = ZK G

�
(f � ).

3.3. Support cuspidal d’un paramŁtre de Langlands enrichi. � La correspondance de Langlands locale relie
les (classes de) reprØsentations irrØductibles deG et les (classes de) paramŁtres de Langlands enrichis deG . Nous
avons ØnoncØ (et vØri� Ø pour les groupes linØaires et classiques dØployØs) prØcØdemment une conjecture concernant
les paramŁtres de Langlands enrichis des reprØsentations irrØductibles supercuspidales. Par la correspondance de
Langlands locale, il correspond à l’application de support cuspidal (et de support inertiel) une application de support
cuspidal (et de support inertiel) pour les paramŁtres de Langlands enrichis. Autrement dit, il existe une application

S�c: � e(G) �! 
 st
e (G),

qui à tout paramŁtre enrichi (� , � ) 2 � e(G), associe un triplet(bL, ' , � ) avec bL un sous-groupe de Levi deÒG , ' 2
� (L)cusp un paramŁtre de Langlands cuspidal deL et " 2 Irr (S L

' ) une reprØsentation irrØductible cuspidale de
S L

' , au sens de la dØ� nition 3.3. Par ailleurs, la correspondance de Langlands permet de dØ� nir une application
rece


 (G) : 
 (G) �! 
 st
e (G), qui à une paire cuspidale(L , � ) associe(bL, rece

L (� )). Ainsi, l’application de support cuspidal
pour les paramŁtres de Langlands enrichis devrait Œtre compatible avec la commutativitØ du diagramme suivant :

Irr (G) � e(G)


 (G) 
 st
e (G)

Sc

rece
G

S�c
rece


 (G)
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c’est-à-dire, pour tout � 2 Irr (G), en notantSc(� ) = (L, � ) et rece
L (� ) = (' , " ), alorsS�c(rece

G (� )) = (bL, ' , " ).

Cette section est consacrØ à la dØ� nition du support cuspidal d’un paramŁtre de Langlands enrichi(� , � ) «
intrinsŁquement », c’est-à-dire uniquement en terme de paramŁtre enrichi (sans supposer la correspondance de
Langlands). Pour cela nous utilisons les techniques de Lusztig pour dØ� nir le sous-groupe de Levi et le paramŁtre
de Langlands cuspidal. Nous retrouvons (et nous nous inspirons) d’une construction similaire chez Lusztig ([Lus88],
[Lus95a], [Lus95b]) et Waldspurger [Wal04] dans leur travaux sur la classi� cation des reprØsentations de rØductions
unipotentes d’un groupe simple adjoint (voir notamment [Wal04, §2]).

ThØorŁme 3.15. � SoitG un groupe rØductif connexe dØ� ni et dØployØ surF . Soit(� , � ) 2 � e(G) un paramŁtre de Lan-
glands enrichi deG . Il existe un sous-groupe de LevibL deÒG et un paramŁtre de Langlands cuspidal' deL tels que :

� � � = � ' ;

� pour tout w 2 WF , � � (w ) 2 bL ;

� en posant pour toutw 2 WF , � c (w ) = � � (w )=� ' (w ) alors� c (WF ) � Z �
bL
.

De plus, sibL0 et ' 0 sont respectivement, un autre sous-groupe de Levi deÒG et un paramŁtre de Langlands cuspidal deL0 alors
ils sont conjuguØs par un mŒme ØlØment deZ ÒG (� WF

)� à bL et ' .

Remarque 3.16. � Nous verrons dans la section suivante que dans le cas des groupes classiques on peut dØ� nir un
support cuspidal pour tous paramŁtres de Langlands enrichis, c’est-à-dire un triplet(bL, ' , " ) 2 
 st

e (G). Par ailleurs,
la construction est dØ� nie a� n de satisfaire la conjecture 2.17 de compatibilitØ entre l’induction parabolique et la
correspondance de de Langlands.

DØmonstration. � Notons � le caractŁre in� tinitØsimal de� et rappelons que pour toutw 2 WF , � � (w ) =

�
€
1,

€
jw j� 1=2 0

0 jw j1=2

ŠŠ
, si bien que� WF

= �� � . De plus, on notera� (Fr) = s� t � la dØcomposition de� (Fr) avecs� (resp.
t � ) un ØlØment semi-simple hyperbolique (resp. elliptique),H G

� = Z ÒG (� WF
), J� = Z ÒG (� IF

, s� ), N� = d � SL2(C)

�
0 1
0 0

�
,

s� = s� � � (Fr) et r0 = � log q
2 . On a alors :

AÒG (� ) = AH G
�

(N� ) S G
�

A(H G
� )

� (N� )

Soit e� la reprØsentation deAH G
�

(N� ) obtenue en tirant en arriŁre� et soit � 0 une sous-reprØsentation irrØductible de
la restriction dee� au sous-groupe distinguØA(H G

� )
� (N� ).

La correspondance de Springer gØnØralisØe appliquØe au groupe(H G
� )� et au couple(C

(H G
� )�

N�
, � 0) associe un triplet

((H L
� )� ,C

(H L
� )�

N'
, " 0) avec (H L

� )� un sous-groupe de Levi de(H G
� )� , N' 2 hL

� et " 2 Irr (A(H L
� )� (N' )) une reprØsentation

cuspidale. Par ailleurs, on a vu queH G
� = Z J�

(s� ) et d’aprŁs le thØorŁme de Steinberg,(H G
� )� = Z(J�� �

)� (s� ). Ainsi, on
peut appliquer la proposition 2.7 et d’aprŁs le thØorŁme de Jacobson-Morozov-Kostant, il existe un morphisme

� : SL2(C) �! (H L
� )� ,

tel qued �
�

0 1
0 0

�
= N' et pour tout t 2 C� , �

�
t 0
0 t � 1

�
commute à s� .

DØ� nissons les cocaractŁres� ' et � c , pour tout w 2 WF , par :

� ' = � (dw )� 1, � c (w ) = � � (w )=� ' (w ),

si bien que l’on a une dØcomposition� � = � ' � c = � c � ' .
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Puisque pour toutw 2 WF ,

Ad(�� � (w ))N' = N' , Ad(� � (w ))N' = jw j� 1N' , Ad(� ' (w ))N' = jw j� 1N' ,

on en dØduit que pour toutw 2 WF , on a :

Ad(� c (w ))N' = N' , Ad(� (w ))N' = jw jN' .

Par suite, on peut dØ� nir un paramŁtre de Langlands' pour tout (w , x ) 2 W 0
F , par

' (w , x ) = � (w )� ' (w )� (x ).

D’aprŁs [Lus84, 2.8], puisqueC
(H L

� )�

N'
supporte un systŁme local cuspidal,N' est un ØlØment nilpotent distinguØ dehL

� .
De plus, pour toutw 2 WF l’ØlØment semi-simple� c (w ) 2 (H L

� )� commute à N' . Donc pour toutw 2 WF , � c (w ) 2 AbL .
On obtient ainsi,

ZH G
�

(AbL ) = Z ÒG (AbL , �� � ) (H L
� )� = Z(H G

� )� (AbL )

= Z bL (�� � ) = Z bL (�� ' )�

= Z bL (�� ' � c ) = (H L
' )�

= Z bL (�� ' )

= H L
'

De plus, d’aprŁs [Lus88, 2.3.b)],AbL est un tore maximal deZH '
(� )� = Z bL (�� ' , � )� = Z bL (' )� . Ceci prouve que

' : W 0
F �! bL,

est un paramŁtre de Langlands discret deL . De plus, par construction, il est cuspidal et de caractŁre in� nitØsimal� .

Pour � nir, expliquons pourquoiC ne dØpend pas du choix de� 0. En e� et, si on prend une autre sous-reprØsentation
irrØductible dee� , alors elle est de la forme� x

0 , oø x 2 AH G
�

(N� ). Or, la correspondance de Springer gØnØralisØe pour
(H G

� )
� est H G

� -Øquivariante. Ainsi, l’orbite nilpotente associØe à(x O,� x
0 ) est x C . Pour le cas des groupes classiques

qui nous intØressera dans la suite, c’est-à-dire lorsque(H G
� )

� est un produit de groupes symplectiques, spØciaux
orthogonaux et linØaires, il y a au plus une orbite nilpotente supportant un systŁme local cuspidal. NØcessairement,
x C = C . En gØnØral, on peut supposer(H G

� )
� simplement connexe, puis le dØcomposer en produit presque direct

de groupes simples (et d’un tore central), on vØri� e à l’aide de la classi� cation des paires cuspidales dØcrite dans
[Lus84]),quex C = C .

Pro� tons d’Œtre dans ce contexte pour introduire les dØ� nitions suivantes.

DØ� nition 3.17. � On reprend les notations prØcØdentes. Soient' : W 0
F �! bL un paramŁtre de Langlands cuspidal

de L et � : W 0
F �! ÒG un paramŁtre de Langlands deG . On noteH G

� = Z ÒG (� WF
), H L

' = Z bL (' WF
) et hG

� , hL
' leurs

algŁbres de Lie respectives. On dit que� est adaptØ à' si :

� � et ' ont le mŒme caractŁre in� nitØsimal� ;

� pour tout t 2 C� , �
�
1,

�
t 0
0 t � 1

��
2 H L

' ;

� il existe une sous-algŁbre paraboliquep = hL
' � u de hG

� , admettanthL
' pour sous-algŁbre de Levi telle que :

N� 2 p et N� = N' + U (avecU 2 u) ;

DØ� nition 3.18. � Soit ' : W 0
F �! bL . On appelle cocaractŁre de correction du paramŁtre de' dans ÒG , tout

cocaractŁrec : C� �! Z �
bL

dØ� ni pour tout t 2 C� , par :

c(t ) =
�

�
1,

�
t 0
0 t � 1

��

'
�
1,

�
t 0
0 t � 1

�� ,

oø � est un paramŁtre de Langlands deG adaptØ à ' . On note alors� c : WF �! Z �
bL

le cocaractŁre non rami� Ø de
WF dØ� ni pour tout w 2 WF par � c = c(jw j� 1=2).
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Remarque 3.19. � Le fait que c est à valeur dansZ �
bL

rØsulte du fait que les ØlØments dec(WF ) � (H L
' )� commutent

à N' , sont semi-simples et queN' est un ØlØment nilpotent distinguØ danshL
' .

Remarque 3.20. � La dØ � nition de c montre qu’il y a un nombre� ni de cocaractŁre de correction du paramŁtre de
' dans ÒG . Plus prØcisØment, ces cocaractŁres sont uniquement dØterminØs (à conjugaison prŁs) par l’orbite nilpotente
de N� . Si on se place du point de vue du groupe de Weil-Deligne originel, notons� le caractŁre in� nitØsimal de' .
Les cocaractŁres de correction de' dans ÒG sont en bijection avec lesZ ÒG (� )-orbites nilpotentesO � h� (q � 1), tel qu’il
existe un ØlØmentN 2 O et une dØcompositionN = N' + U oø U est un ØlØment dans le radical unipotent d’une
sous-algŁbre parabolique admettantl pour facteur de Levi.

Pour dØ� nir de façon satisfaisante le support cuspidal d’un paramŁtre de Langlands enrichi, il nous faut associer
non pas une reprØsentation irrØductible cuspidale deAZ bL (' )� (' SL2(C)) mais une reprØsentation irrØductible cuspidale
de AZ bL (' )(' SL2(C)) = AbL (' ). C’est l’objet de la section suivante dans le cas oøG est un groupe classique.

3.4. Support cuspidal des paramŁtres de Langlands enrichis dans le cas des groupes classiques. �Explicitons
cette construction dans le cas qui nous intØresse et introduisons quelques notations. Le groupeG dØsigne l’un des
groupes suivantsSpN (F ) ou SON (F ), ÒG son dual de Langlands. Avant de commencer, introduisons et rappelons le
calcul de centralisateurs des paramŁtres de Langlands. On noteÒG� le groupe orthogonal associØ siÒG est un groupe
spØcial orthogonal etÒG� = ÒG si ÒG est un groupe symplectique.

Soit � 2 � (G) un paramŁtre de Langlands deG . On noteI l’ensemble des (classes de) reprØsentations irrØductibles de
WF qui apparaissent dansStdG � � WF

et qu’on dØcomposeI = I O t I St I GL, oø I O (resp.I S) dØsigne le sous-ensemble
de I formØ des reprØsentations de type orthogonales (resp. symplectiques) etI GL un sous-ensemble maximal deI
formØs de reprØsentations qui ne sont pas autoduales et tel que si� 2 I GL alors � _ 62I GL. Si bien que :

StdG � � WF
=

M

� 2I O

� 
 M �

M

� 2I S

� 
 M �

M

� 2I GL

(� � � _ ) 
 M � ,

oø pour tout � 2 I , M � est l’espace de multiplicitØ de� .

En fonction du type deÒG et de � 2 I , M � est un espace orthogonal, symplectique ou totalement isotrope. Pour tout
� 2 I , notonsÒG� ,� le groupe des isomØtries deM � . Pour Œtre plus prØcis, en notantm � = dim M � , on a :

ÒG� ,� =

8
<

:

Om �
(C) si (ÒG est un groupe spØcial orthogonal et� 2 I O) ou (ÒG est un groupe symplectique et� 2 I S)

Spm �
(C) si (ÒG est un groupe spØcial orthogonal et� 2 I S) ou (ÒG est un groupe symplectique et� 2 I O)

GLm �
(C) si � 2 I GL

Par consØquent,AÒG�
(� WF

) '
Q

� 2I
ÒG� ,� . NotonsS� = � SL2(C) et remarquons qu’à travers ce dernier isomorphisme, il

correspond àS� une famille de morphismes indexØe par� 2 I qu’on noteS� ,� : SL2(C) ! ÒG� ,� , si bien que

AÒG�
(� ) = AZ ÒG�

(� WF
)(� SL2(C)) '

Y

� 2I

AÒG� ,�
(S� ,� ).

À prØsent, supposons queÒG est un groupe spØcial orthogonal. NotonsI O,imp = f � 2 I O j dim � � 1 mod 2g et
I O,pair = f � 2 I O j dim � � 0 mod 2g. On obtient ainsi les isomorphismes :

Z ÒG�
(� WF

) '
Y

� 2I O

Om �
(C) �

Y

� 2I S

Spm �
(C) �

Y

� 2I GL

GLm �
(C)

Z ÒG (� WF
) ' S

‚
Y

� 2I O

Om �
(C)

Œ

�
Y

� 2I S

Spm �
(C) �

Y

� 2I GL

GLm �
(C)

' S

‚
Y

� 2I O,imp

Om �
(C)

Œ

�
Y

� 2I O,pair

Om �
(C) �

Y

� 2I S

Spm �
(C) �

Y

� 2I GL

GLm �
(C)

' ÒG� ,i �
Y

� 2I O,pair t I St I GL

ÒG� ,� ,
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oø l’on a notØ
ÒG� ,i = S

‚
Y

� 2I O,imp

Om �
(C)

Œ

=

¨

(z� ) 2
Y

� 2I O,imp

Om �
(C)

�
�
�
�

Y

� 2I O,imp

det(z� ) = 1

«

.

Comme prØcØdemment, on noteS� ,i : SL2(C) ! ÒG� ,i le morphisme correspondant. En notantI 0= I si ÒG est un groupe
symplectique etI 0= I O,pair t I S t I GL t f i g si ÒG est un groupe spØcial orthogonal, on obtient :

AÒG (� ) '
Y

� 2I 0

AÒG� ,�
(S� ,� ).

ThØorŁme 3.21. � SoitG un groupe linØaire ou un groupe classique dØployØ. Il existe une application de support cuspidal :

S�c: � e(G) �! 
 st
e (G)

(� , � ) 7�! (bL, ' , " )
.

Cette application est surjective et respecte l’induction parabolique, c’est-à-dire : siS�c(� , � ) = ( bL, ' , " ), alors(� � )ÒG = (� ' )ÒG .

DØmonstration du thØorŁme 3.21. � Soient (� , � ) 2 � e(G) un paramŁtre de Langlands enrichi deG et e� 2 Irr (AÒG (� ))
la reprØsentation irrØductible deAÒG (� ) obtenue en composant la projectionAÒG (� ) • S G

� avec� .

D’aprŁs ce qui prØcŁde, l’isomorphismeH G
� '

Q
� 2I 0H G

� ,� induit les dØcompositions suivantes :e� ' ‚ � 2I 0 e� � oø
e� � 2 Irr (AH G

� ,�
(S� ,� )), S� = (S� ,� )� 2I 0 et � � = (� � ,� )� 2I 0.

Soit � 2 I 0. En utilisant la correspondance de Springer gØnØralisØe pour chacun de ces groupes (d’aprŁs Lusztig
pour les groupes connexes et l’appendice pour les groupes de type orthogonal) et la construction dØcrite dans la
dØmonstration du thØorŁme 3.15, on associe àS� ,� et e� � pour le groupeH G

� ,� :

� une sous-groupe de quasi-LeviH L
' ,� de H G

� ,� ;

� un morphisme S' ,� : SL2(C) ! H L
' ,� ;

� une dØcomposition du cocaractŁre� � ,� = � ' ,� � c�
;

� une reprØsentation irrØductible cuspidalee" � 2 Irr (AH L
' ,�

(S' ,� )) ;

� une reprØsentation irrØductible� � 2 Irr (W
H G

� ,�

H G
� ,�

).

AprŁs avoir interprØtØ la reprØsentation irrØductiblee� de AÒG (� ) comme une reprØsentation deAZ ÒG (� WF
)(� SL2(C)),

nous avons associØ à(� , e� ) un paramŁtre de Langlands cuspidal' pour un certain sous-groupe de LeviL deG et les
donnØes ci-dessus. À prØsent, nous allons parcourir le chemin inverse, c’est-à-dire interprØter les donnØes associØes
ci-dessus en terme d’une reprØsentation irrØductible deAbL (' ) (et d’une reprØsentation d’un groupe de Weyl Øtendu).

Soit A� le plus grand tore central deH L
' ,� . Notons A '

Q
� 2I 0 A� le tore de ÒG correspondant etbL = Z ÒG (A) le

sous-groupe de Levi deÒG correspondant. On obtient ainsi une dØcompositionH L
' '

Q
� 2I 0H L

' ,� et on peut dØ� nir

S' = (S' ,� )� 2I 0, � ' = (� ' ,� )� 2I 0 et ' : WF � SL2(C) ! bL
(w , x ) 7! � (w )� ' (w )S' (x )

.

On obtient alorsAbL (' ) = AH L
'

(S' ) '
Q

� 2I 0 AH L
' ,�

(S' ,� ). Ceci permet donc de dØ� nir une reprØsentation irrØductible
cuspidalee" de AbL (' ) correspondante à‚ � 2I 0e" � . Il s’agit de voir à prØsent que" se factorise en une reprØsentation de
S L

' . LorsqueÒG = SO2n +1(C), il n’y a rien à faire puisque son centre est trivial.
Soit � 2 I 0. SiH G

� ,� est un groupe symplectique, d’aprŁs [Lus95a, 5.23],� 1 agit sur e� � par le mŒme scalaire que sure" � .
Ainsi, � � (� 1) = " � (� 1). Si H G

� ,� est un groupe de type orthogonal, la construction de la correspondance de Springer
pour le groupe orthogonal de la section A.9 permet d’a� rmer que l’on a aussi� � (� 1) = " � (� 1) et e� i (� 1) = e" i (� 1).
Ainsi, on a :

e� (� 1) =
Y

� 2I 0

� � (� 1) =
Y

� 2I 0

" � (� 1) = e" (� 1).

Par suite,e" se factorise en une reprØsentation irrØductible" de S L
' .
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Revenons à prØsent sur la reprØsentation du groupe de Weyl. On a l’isomorphisme :

W
H G

�

H L
�

'
Y

� 2I 0

W
H G

� ,�

H L
� ,�

.

Par suite, il correspond une unique reprØsentation irrØductible� de W
H G

�

H L
�

correspondant à ‚ � 2I 0� � .

Remarque 3.22. � Comme on peut le constater dans la preuve, le thØorŁme reste vrai pour les formes intØrieures
pures des groupes classiques.

4. ParamØtrage de Langlands du dual admissible des groupes classiques

Dans la section prØcØdente, nous avons vu que les pour les groupes classiques, les paramŁtres de Langlands des
reprØsentations supercuspidales correspondent aux paramŁtres de Langlands cuspidaux (dØ� nition 3.3). De plus,
nous avons construit une application de support cuspidal pour les paramŁtres de Langlands enrichis. Dans cette
section, on construit une paramØtrisation de Langlands des reprØsentations irrØductibles. Cette construction est basØe
sur la comparaison de deux algŁbres de Hecke qui paramŁtrent d’une part les reprØsentations irrØductibles dans
un bloc de Bernstein et d’autre part les paramŁtres de Langlands enrichis. Pour la premiŁre paramØtrisation, nous
utilisons les rØsultats d’Heiermann qui Øtablit une Øquivalence de catØgorie entre les reprØsentations lisses dans un
bloc de Bernstein et les modules sur une algŁbre de Hecke a� ne Øtendue. Pour la seconde, nous utilisons les rØsultats
de Lusztig. Le lien entre les deux (plus prØcisØment entre les algŁbres de Hecke graduØes associØes) se fait par
comparaison des fonctions paramŁtres des algŁbres de Hecke. Ceci sera une consØquence des travaux de M�glin qui
explicite les points de rØductiblitØs de certaines induites en terme de paramŁtres de Langlands.

4.1. Relation entre le centre de Bernstein et le centre de Bernstein dual. � Nous avons construit en terme de
paramŁtres de Langlands enrichis une variØtØ
 st

e (G) qu’on conjecture Œtre isomorphe à
 (G). Nous vØri� ons dans
cette section que c’est le cas pour les groupes classiques dØployØs en prouvant le thØorŁme suivant.

ThØorŁme 4.1. � SoitG l’un des groupesSON (F ) ouSpN (F ). Soients= [ L, � ] 2 B (G) et 	j= [ bL, ' , " ] 2 B st
e (G) le triplet

inertiel deÒG correspondant par la correspondance de Langlands. NotonsTs,T 	j,Ws,W	j les tores de Bernstein et groupes de
Weyl dØ� nis dans les sections prØcØdentes. La correspondance de Langlands induit un isomorphismeTs ' T 	j. De plus, les
groupesWs etW	j sont isomorphes et les actions de chacun surT 	j etTs est compatible avec cet isomorphisme. Plus prØcisØment,
la conjecture 3.14 est vraie pourG .

DØmonstration. � Nous allons dØcrire explicitementWs et W	j. Commençons par dØcrireWs, en suivant les rØsultats
d’Heiermann [Hei11, 1.12,1.13,1.15] et [Hei10, 2.2].

En reprenant les notations de l’ØnoncØ, on peut supposer que

L =
rY

i =1

GLn i
(F )` i � G0 et � = � 1 ‚ . . . ‚ � 1| {z }

` 1

‚ . . . ‚ � r ‚ . . . ‚ � r| {z }
` r

‚ � 0,

avec � i une reprØsentation irrØductible supercuspidale unitaire deGLn i
(F ) et � 0 une reprØsentation irrØductible

supercuspidale d’un groupeG0 de mŒme type queG mais de rang semi-simple infØrieur. NotonsT� i
l’orbite inertielle

de � i , c’est-à-dire T� i
=

�
� i � , � 2 X (GLn i

(F ))
	
. On peut alors de plus supposer que (voir [Hei11, 1.13] et [Hei12, 4.1]) :

� pour tout i 2 J1,r K, si T� i
= T� _

i
, alors � i ' � _

i ;

� pour tout i , j 2 J1,r K, si i 6= j , alorsT� i
6= T� j

et T� i
6= T� _

j
;

� pour tout i 2 J1,r K, ou bien il existes 2 R�
+ tel que� i j js o � 0 est rØductible, ou bien pour touts 2 R�

+ , � i j js o � 0

est irrØductible.

On peut ainsi distinguer trois cas de� gure :

(i) T� i
= T� _

i
, � i ' � _

i et il existes 2 R�
+ tel que� i j js o � 0 est rØductible ;

(ii) T� i
= T� _

i
, � i ' � _

i et pour tout s 2 R�
+ , � i j js o � 0 est irrØductible ;
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(iii) T� i
6= T� _

i
.

Un ØlØmentm 2
Q r

i =1 GLn i
(F )` i peut Œtre dØcomposØ(m i , j )i 2J1,r K, j 2J1,` i K. Pour tout i 2 J1,r K, j 2 J1,` i � 1K, notons

si , j 2 NG (L)=L dont l’action surm permute les ØlØmentsm i , j et m i , j +1. Notons si ,` i
2 NG (L)=L lorsqueG est un

groupe symplectique ou spØcial orthogonal impair etsi ,` i
2 NON (F )(L)=L lorsqueG est un groupe spØcial orthogonal

pair, l’ØlØment dont l’action surm Øchangem i ,` i
et � m � 1

i ,` i
.

On a une dØcompositionWs = W �
s o Rs. Le groupeW �

s est un produit direct de groupe de WeylW �
s,i , avec pour tout

i 2 J1,r K:

(1) W �
s,i =

8
<

:

hsi , j , j 2 J1,` i Ki si � i vØri� e (i), groupe de Weyl de typeB` i
=C` i

hsi , j , j 2 J1,` i � 1K, si ,` i
si ,` i � 1s� 1

i ,` i
i si � i vØri� e (ii), groupe de Weyl de typeD` i

hsi , j , j 2 J1,` i � 1Ki si � i vØri� e (iii), groupe de Weyl de typeA` i � 1

DØcrivons le groupeRs (voir [Gol11, 1.5]) et pour cela, notons

C = f i 2 J1,r Kj � i vØri� e (ii)g, Cpair = f i 2 C j n i � 0 mod 2g et Cimp = f i 2 C j n i � 1 mod 2g.

Il vient alors :
(2)

Rs =

8
<

:

Q
i 2C hsi ,` i

i si G = SpN (F ) ou G = SON (F ) avecN impairQ
i 2C hsi ,` i

i si G = SON (F ) et L = GLn1
(F )` 1 � . . . � GLn r

(F )` r � SON 0(F ) avecN pair et N 0¾4Q
i 2Cpair

hsi ,` i
i � h si ,` i

sj ,` j
j i , j 2 Cimp i si G = SON (F ) et L = GLn1

(F )` 1 � . . . � GLn r
(F )` r avecN pair

On s’intØresse à prØsent au groupeW	j. NotonsAbL = Z �
bL

et posons

D G
' = f g 2 ÒG j 9� 2 X (bL),g ' WF

= ' WF
� g= f g 2 Z ÒG (' IF

) j g ' (Fr)g � 1' (Fr)� 1 2 AbL g.

Alors, (D G
' )� = (H G

' )� car H G
' � D G

' et ils ont la mŒme algŁbre de Lie. Le groupeZD G
'

(' SL2(C)) est l’ensemble des
ØlØmentsg 2 ÒG tels qu’il existe� 2 X (bL) et g ' = '� . ConsidØrons

NZD G
'

(' SL2(C))(AbL , " ) = f g 2 NÒG (AbL ) j 9� 2 X (bL), g ' = '� , g " ' " g.

Les propriØtØs de" (unicitØ de sa restriction àA(H G
' )� (' SL2(C)) et le fait que ce soit un caractŁre) entraînent que

la derniŁre condition est automatiquement vØri� Øe. On a un morphisme ØvidentNZD G
'

(' SL2(C))(AbL ) ! W 	j induit un
isomorphismeW	j ' NZD G

'
(' SL2(C))(AbL , " )=ZD L

'
(' SL2(C)).

Notons

W �
	j,' = NZD G

'
(' SL2(C))� (AbL )=ZD L

'
(' SL2(C))

�

' NZ(H G
' )� (' SL2(C))� (AbL )=Z(H L

' )� (' SL2(C))
�

' NZ ÒG (' )� (AbL )=AbL .

Remarquons queW �
	j,' est un sous-groupe distinguØ deW	j. De plus,W �

	j,' est le groupe de Weyl du groupe rØductif
Z ÒG (' )� , admettantAbL pour tore maximal. Notons� 	j,' le systŁme de racines associØ à(Z ÒG (' )� ,AbL ) et � +

	j,' un sous-
ensemble de racines positives. Soit

R 	j,' =
n

w 2 W	j j w � +
	j,' = � +

	j,'

o
.

PuisqueW �
	j,' agit simplement transitivement sur les systŁmes de racines positives, on a la dØcomposition suivante

W	j = W �
	j,' o R 	j,' .

On peut choisir ' tel que pour tout � 2 X (bL), � 	j,'� � � 	j,' , ou de façon à ce queW �
	j,' soit maximal. Comme

prØcØdemment on peut supposer avoir regroupØ les reprØsentations dans la mŒme orbite inertielle. NotonsbL =Q r
i =1 GLn i

(C)` i � ÒG0 le dual de Langlands deL . Pour tout i 2 J1,r K, soient

� � i : WF �! GLn i
(C) un paramŁtre de Langlands cuspidal de� i ;
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� ' 0: W 0
F �! ÒG0 un paramŁtre de Langlands cuspidal de� 0;

� ' : W 0
F �! bL un paramŁtre de Langlands de� .

DØcomposonsStdG � ' :

StdG � ' = (� 1 � � _
1 ) � . . . � (� 1 � � _

1 )
| {z }

` 1

� . . . � (� r � � _
r ) � . . . � (� r � � _

r )
| {z }

` r

� ' 0

=
rM

i =1

` i (� i � � _
i )

M
' 0

Pour tout i 2 J1,r K, notonsT � i
=

�
� i � , � 2 X (GLn i

(C))
	

l’orbite inertielle de� i .

Soit I l’ensemble des reprØsentations irrØductibles deWF apparaissant dans' WF
. On a vu qu’on peut dØcomposer

I = I O t I S t I GL. DØcomposons de la mŒme maniŁreStdG0 � ' 0 :

StdG0 � ' 0=
M

(� ,q )2Jord(' 0)

� ‚ Sq

=
M

� 2I ' 0

� ‚ S� ,

oø I ' 0 est l’ensemble des reprØsentations irrØductibles deWF apparaissant dans' 0
WF

(elles sont de type orthogonal
ou symplectique) etS� =

M

q2N
(� ,q )2Jord(' 0)

Sq .

Pour tout � 2 I , notons

` � =

�
` i si � 2

�
� i , i 2 J1,r K

	

0 sinon
et m 0

� =

8
><

>:

X

q2N
(� ,q )2Jord(' 0)

q si � 2 I ' 0

0 sinon

Puisque' 0 est sans multiplicitØ, il y a au plus un� i qui apparait dans cette dØcomposition. Ainsi, nous pouvons
Øcrire :

StdG � ' =
M

� 2I Ot I S

(2` � � � � ‚ S� )
M

� 2I GL

` � (� � � _ )

StdG � ' WF
=

M

� 2I Ot I S

(2` � + m 0
� )�

M

� 2I GL

` � (� � � _ )

Pour tout � 2 I O t I S, notonsm � = 2` � + m 0
� . On obtient ainsi :

Z ÒG�
(' WF

) '
Y

� 2I

ÒG� et Z bL �
(' WF

) '
Y

� 2I

bL � ,

avec

ÒG� =

8
<

:

Om �
(C) si (ÒG est un groupe spØcial orthogonal et� 2 I O) ou (ÒG est un groupe symplectique et� 2 I S)

Spm �
(C) si (ÒG est un groupe spØcial orthogonal et� 2 I S) ou (ÒG est un groupe symplectique et� 2 I O)

GL̀
�
(C) si � 2 I GL

bL � =

8
<

:

(C� )` � � Om 0
�
(C) si (ÒG est un groupe spØcial orthogonal et� 2 I O) ou (ÒG est un groupe symplectique et� 2 I S)

(C� )` � � Spm 0
�
(C) si (ÒG est un groupe spØcial orthogonal et� 2 I S) ou (ÒG est un groupe symplectique et� 2 I O)

(C� )` � si � 2 I GL

Remarquons que� i 62Jord(' 0), si et seulement si,m 0
� i

= 0. DØcrivons dans le tableau ci-dessous le systŁme de racines,
ainsi que le groupe de Weyl (Øtendue) associØ par la correspondance de Springer gØnØralisØe et les travaux de Lusztig.
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ÒG� bL � condition R Rred W
ÒG �

�

bL �
�

W
ÒG�

bL �

Spm (C) (C� )` � Spm 0(C)

` = 0 ? ? f 1g f 1g

` 6= 0,m = 0 C` C` WC`
WC`

` 6= 0,m 6= 0 BC` B` WB`
WB`

Om (C) (C� )` � Om 0(C)

` = 0 ? ? f 1g f 1g

` 6= 0,m = 0 D` D` WD`
WD`

o (Z=2Z) (� )

` 6= 0,m 6= 0 BC` B` WB`
WB`

GL̀ (C) (C� )`
` ¶ 1 ? ? f 1g f 1g

` ¾2 A` � 1 A` � 1 WA` � 1
WA` � 1

Si � _
i ' � i , soit � i un cocaractŁre non-rami� Ø, tel que(� i � i )_ ' � i � i . On voit donc que le choix de� i (resp.� i � i )

contribue à un groupe de Weyl de typeB2` � i
+m 0

� i
(resp.B2` � i � i

+m 0
� i � i

) (ou C ou D en fonction du type). Ainsi pour
maximiserW �

	j,' , on pourra supposerm 0
� i

¾ m 0
� i � i

. C’est ce qui correspond à la conditionas�
¾ bs�

de [Hei11, 1.7].
En� n, siT � i

= T � _
i
, on voit que si(� i � )_ 6' (� i � )_ , alors ce choix contribue à un groupe de WeylWA` � i � 1

tandis que le
choix de � _

i ' � i y contribue pour un groupe de WeylWB` � i
� WA` � i � 1

(ou C ou D ). Ainsi, siT � i
= T � _

i
, alors on peut

supposer� i ' � _
i .

La condition imposØe sur la forme de� , se traduit sur' par :

� pour tout i 2 J1,r K, si T � i
= T � _

i
, alors � i = � _

i , i.e. � est de type symplectique ou orthogonal ;

� pour tout i , j 2 J1,r K, si i 6= j , alors � i 6= � j et � i 6= � _
j ;

� pour tout i 2 J1,r K, si � i = � _
i , alorsm 0

� i
¾m 0

� i � i
.

La forme particuliŁre qu’on a imposØ à' montre queW	j ' NZH G
'

(' SL2(C))=ZH L
'

(' SL2(C)). Écrivons a = (a i , j )i 2J1,r K, j 2J1,` i K,
pour tout i 2 J1,r K, j 2 J1,` i � 1K, notonsbsi , j 2 NZH G

'
(' SL2(C))(AbL )=ZH L

'
(' SL2(C)) dont l’action sura permute les ØlØments

a i , j et a i , j +1 et bsi ,` i
2 NZ

H
G�
'

(' SL2(C))(AbL )=ZH L�
'

(' SL2(C)) dont l’action sura permutea i ,` i
et a � 1

i ,` i
. L’action de ces ØlØments

sur un paramŁtre de Langlands deL de la forme

rM

i =1

` iM

j =1

€
� i , j � � _

i , j

ŠM
' 0,

est la suivante :

� pour tout i 2 J1,r K, j 2 J1,` i � 1K, bsi , j permute� i , j et � i , j +1 (et � _
i , j et � _

i , j +1) ;

� pour tout i 2 J1,r K, bsi ,` i
permute� i ,` i

et � _
i ,` i

.

La table prØcØdente nous montre en particulier queW �
	j est le produit direct deW �

	j,i (' W
ÒG �

� i

bL �
� i

) et

(3) W �
	j,i =

8
>>>><

>>>>:

hbsi , j , j 2 J1,` i Ki si W
ÒG �

� i

bL �
� i

est de typeB` i
=C` i

hbsi , j , j 2 J1,` i � 1K, bsi ,` i
bsi ,` i � 1bs� 1

i ,` i
i si W

ÒG �
� i

bL �
� i

est de typeD` i

hbsi , j , j 2 J1,` i � 1Ki si W
ÒG �

� i

bL �
� i

est de typeA` i � 1

ConcernantR 	j, notons

ÒC = f i 2 J1,r Kj � i vØri� e (� ) dans le tableau prØcØdentg, ÒCpair = f i 2 ÒC j n i � 0 mod 2g, ÒCimp = f i 2 ÒC j n i � 1 mod 2g.
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Il vient alors :
(4)

R 	j =

8
<

:

Q
i 2 ÒC hbsi ,` i

i si G = SpN (F ) ou G = SON (F ) avecN impairQ
i 2 ÒC hbsi ,` i

i si G = SON et L = GLd1
(F )` 1 � . . . � GLd r

(F )` r � SON 0(F ) avecN pair et N 0¾4Q
i 2 ÒCpair

hbsi ,` i
i � h bsi ,` i

bsj ,` j
j i , j 2 ÒCimp i si G = SON (F ) et L = GLd1

(F )` 1 � . . . � GLd r
(F )` r avecN pair

On a un isomorphisme naturelNG (M )=M ' NÒG (cM )=cM et en comparant(1) et (3), puis (2) et (4), on voit qu’il se
restreint en un isomorphismeWs ' W 	j. De plus, d’aprŁs la correspondance de Langlands pour le groupe linØaire, on a
X (GLn i

(F ))(� i ) ' X (GLn i
(C))(� i ). Ainsi, la correspondance de Langlands pour les caractŁres et ce qui prØcŁde montre

qu’on a une bijectionTs ' T 	j envoyant�� sur � b� . Il reste à vØri� er que l’action de cette bijection est Øquivariante
pour les actions deWs sur Ts et deW	j sur T 	j.
Si � est un caractŁre non-rami� Ø deL qu’on dØcompose en(� i , j ), oø � i , j est un caractŁre non-rami� Ø deGLn i

(F ),
alors

� pour tout i 2 J1,r K, j 2 J1,` i � 1K,

(� 
 � )si , j ' � 1� 1,1 ‚ . . . ‚ � i � i , j +1 ‚ � i � i , j ‚ . . . ‚ � r � r ,` r
‚ � 0

bsi , j
�
'�

�
= � 1� 1,1 � . . . � � i � i , j +1 � � i � i , j � . . . � � r � r ,` r

� ' 0

� � _
r � � 1

r ,` r
� . . . � � _

i � i , j � � _
i � � 1

i , j +1 � . . .� _
1 � � 1

1,1

� pour tout i 2 J1,r K,

(� 
 � )si ,` i ' � 1� 1,1 ‚ . . . ‚ � i � i ,` i � 1 ‚ � _
i � � 1

i ,` i
‚ . . . ‚ � r � r ,` r

‚ � 0

bsi ,` i

�
'�

�
= � 1� 1,1 � . . . � � i � i ,` i � 1 � � _

i � � 1
i ,` i

� . . . � � r � r ,` r
� ' 0

� � _
r � � 1

r ,` r
� . . . � � i � i ,` i

� � _
i � � 1

i ,` i � 1 � . . .� _
1 � � 1

1,1

Ceci montre que la bijectionTs ' T 	j est Øquivariante pour les actions deWs et W	j. Ce qui achŁve la dØmonstration.

4.2. ReprØsentations et algŁbres de Hecke a� nes. � Soit s = [ L, � ] 2 B (G). On suppose qu’on a dØcomposØ
L et � comme dans la dØmonstration du thØorŁme prØcØdent. Dans [Hei11], Heiermann associe à la paire inertielle
s, une donnØe radicielle basØe	 s = (� s, � s, � _

s , � _
s , � s) et des fonctions paramŁtres (au sens des algŁbres de Hecke

a� ne) (� s, � �
s), oø � s est un sous-rØseau de� (L), � s un systŁme de racines et� s une base de racines simples. De

plus, l’image de� _
s 
 Z C par l’application (2.6) est isomorphe àTs.

On a des dØcompositions� s =
L r

i =1 � s,i et � s = t r
i =1� s,i en systŁmes de racines irrØductibles. De plus, le groupe de

Weyl associØ à� s,i estW �
s,i et � s,i est de typeA,B,C ou D (voir [Hei11, 1.13]).

Soit i 2 J1,r Ket notons � s,i = � s \ � s,i . Si � i est autoduale, soit� i un caractŁre non-rami� Ø deGLn i
(F ) tel que

� i � i soit autoduale, non isomorphe à� i . Soit x +
i 2 R+ (resp.x �

i 2 R+ ), l’unique rØel positif tel que� i j jx +
i o � 0 (resp.

� i � i j jx �
i o � 0) soit rØductible. On peut supposer quex +

i ¾x �
i .

� Si � s,i est de typeA,C ou D , pour tout � 2 � s,i ,

� s(� ) = 1.

� Si � s,i est de typeB , pour tout � 2 � s,i racine longue,

� s(� ) = 1.

Si � i 2 � s,i est la racine courte, alors

� s(� i ) = x +
i + x �

i , � �
s(� i ) = x +

i � x �
i .

On peut dŁs lors considØrer l’algŁbre de Hecke a� ne H i dØ� nie par la donnØe radicielle basØe
	 s,i = (� s,i , � s,i , � _

s,i , �
_
s,i , � s,i ). C’est uneC[v � 1

i ]-algŁbre associative unitaire (oøvi est une indØterminØe) dØ� -
nie par les gØnØrateurs(Tw )w 2W �

s ,i
et (� x )x 2� s ,i

vØri� ant certaines relations qu’il n’est pas nØcessaire d’expliciter (voir
[Hei11, 7.1]).
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Soient t i l’ordre du groupe cycliqueX (GLn i
(F ))(� i ) =

�
� 2 X (GLn i

(F )) j � ' � 
 �
	

et H i vi =q t i =2 l’algŁbre obtenue
par spØcialisation de l’indØterminØevi en q t i =2. Notons en� n

H s =
rO

i =1

H i vi =q t i =2 et H 0
s = H s o C[Rs].

En notantMod
�
H 0

s

�
la catØgorie des modules à droite surH 0

s , on a :

ThØorŁme 4.2(Heiermann,[Hei11, 7.7,7.8],[Hei12]). � Il y a une Øquivalence de catØgories

Rep(G)s ' Mod
�
H 0

s

�
.

De plus, cette Øquivalence de catØgories prØserve les objets tempØrØs et ceux de la sØrie discrŁte.

4.3. RØduction à une algŁbre de Hecke graduØe. � En introduisant les algŁbres de Hecke graduØes, Lusztig a
montrØ qu’on pouvait Øtudier certains modules d’une algŁbre de Hecke a� ne en se ramenant à des modules d’une
algŁbre de Hecke graduØe. Nous allons suivre ce procØdØ concernant l’algŁbre de Hecke a� ne Øtendue du thØorŁme
prØcØdent.

On reprend les notations de la section prØcØdente. On rappelle queTs ' � s 
 Z C� . Notonsts = � _
s 
 Z C, t �

s = � s 
 Z C
et ts,R = � _

s 
 Z R. Soientr une indØterminØe etS(t �
s) l’algŁbre symØtrique det �

s.

Soient� 2 Ts, O = Ws � � 2 Ts=Ws l’orbite de � sousWs. À la donnØe radicielleR s et à l’orbite O, Lusztig a associØ une
algŁbre de Hecke graduØeH0

s,O qui est uneC[r ]-algŁbre engendrØe par(t w )w 2Ws
, S(t �

s) et un ensemble d’idempotents
orthogonaux (Et )t 2O , qui vØri� ent des relations faisant intervenir une fonction paramŁtre� O qui s’exprime en
fonction de� s et � �

s. Pour plus de prØcisions, voir [Lus89], [BM93] et en particulier [BC13] qui nous a ØtØ trŁs utile.

Par ailleurs, la construction suivante, permet en quelque sorte de supposer que l’orbiteO est rØduit à un singleton.

On dØ� nit la donnØe radicielle basØe suivante	 s,� = (� s, � s,� , � _
s , � _

s,� , � s,� ) par

� s,� =

�

� 2 � s

�
� � � (� ) =

�
1 si � _ 622� _

s

� 1 si � _ 2 2� _
s

�

;

� +
s,� = � s,� \ � +

s ;

� _
s,� =

�
� _ , � 2 � s,�

	
;

� s,� =
¦
� 2 � +

� j � n’est pas de la forme� 0+ � 00avec� 0, � 002 � +
s,�

©
;

Ws,� = hs� , � 2 � s,� i ;

Rs,� =
¦

w 2 ZWs
(� ) j w � +

s,� = � +
s,�

©

On peut considØrer l’algŁbre de Hecke graduØe Øtendue

H0
s,� ,� �

= Hs,� ,� �
o C[Rs,� ].

C’est uneC[r ]-algŁbre engendrØe par(t w )w 2Ws ,�
, ( j r )r 2Rs ,�

et S(t �
s) vØri� ant les relations :

� pour tout w ,w 02 Ws,� , t w t w 0 = t w w 0 ;

� pour tout � 2 � s,� ,  2 t �
s,  t s�

� t s�
s� ( ) = r � � (� )h , � _ i oø

� � (� ) =

�
2� s(� ) si � _ 622� _

s

� s(� ) + � �
s(� )� � � (� ) si � _ 2 2� _

s
.

Soit f w1, . . . ,wm g un ensemble de reprØsentants deWs=ZWs
(� ) (avecw1 = 1). Pour touti , j 2 J1,m K, posons

Ei , j = t w � 1
i

E� t w j
, M n = C[Ei , j ]1¶ i , j ¶ m , Cn =

nX

i =1

CEi ,1 et E = C[Ew i �� ]1¶ i ¶ m .
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D’aprŁs [Lus89, 4.5], le centre deHs,O est Z =
�
S(t �

s) 
 C C[r ] 
 C E
�Ws . Ainsi, tout caractŁre central! : Z ! C

correspond à un ØlØment(� , r0) 2 ts=ZWs
(� ) � C. De plus, si! : Z ! C est un caractŁre central, nous noterons

Mod (Hs,O)! la catØgorie desHs,O-modules admettant! pour caractŁre central.

On suppose à prØsent que� 2 Ts est un ØlØment elliptique. L’application

e� : ts,R � C �! Ts � C�

(� , r0) 7�! (� e � ,e r0)
,

estZWs
(� )-invariante et elle fait correspondreWs � (� e � ,e r0) à ZWs

(� ) � (� , r0). Ainsi, elle induit une bijection entre les
caractŁres centraux deH 0

s de partie elliptique dansO et les caractŁres centraux hyperboliques deH0
s,O .

ThØorŁme 4.3(Lusztig). � Soient� 2 Ts un ØlØment elliptique,� 2 ts,R, r0 > 1 un rØel. Soient! = ZWs
(� ) � (� , r0) un

caractŁre central hyperbolique deH0
s,O et ! = Ws � (� e � ,e r0) le caractŁre central deH 0

s correspond à! par l’applicatione� .

1. [Lus89, 8.6] L’algŁbreM n est un algŁbre de matrices et on a un isomorphisme :

H0
s,O ' M n 
 C H0

s,� ,� �
= M n 
 C (Hs,� ,� �

o C[Rs,� ]).

2. Le foncteur
F : Mod (H0

s,� ,� �
) �! Mod (H0

s,O)

V 7�! C n 
 C V

,

est une Øquivalence de catØgories et en tant queC[Ws]-modules,F (V ) = Ind Ws
ZWs (� )V .

3. [Lus89, 9.3] Il y a une Øquivalence de catØgories

Mod (H 0
s )! ' Mod (H0

s,O)! ,

qui combinØe avec la prØcØdente donne lieu à l’Øquivalence de catØgories

Mod (H 0
s )! ' Mod (H0

s,� ,� �
)! .

4. [Lus02, 4.3,4.4] Cette derniŁre Øquivalence de catØgories, prØservent les modules tempØrØes et ceux de la sØrie discrŁte.

À prØsent, on note� un caractŁre non-rami� Øunitaire deL . La fonction paramŁtre� � associØe à(� s, � �
s) est dØ� nie

de la façon suivante : pour tout� 2 � � ,

� � (� ) =

�
2� s(� ) si � _ 622� _

O

� s(� ) + � �
s(� )� � � (� ) si � _ 2 2� _

O

Puisques� (� ) = � , � � � (� ) = � 1. Plus prØcisØment,

� � � (� ) =

�
1 si (� 
 � )s� ' �
� 1 si (� 
 � )s� 6' �

On peut dØcomposer� s =
L r

i =1 � s,i =
L r

i =1

L ` i
j =1 � i , j , oø � i , j est un sous-rØseau de� (GLn i

) d’indice t i . Pour
tout � i , j 2 � i , j 
 Z R, notons &i , j = (� i , j � � i , j

,q t i =2), &i , j = (� i , j , t i (log q )=2), & = (&i , j ), & = (&i , j ). Soient ! = Ws � &
le caractŁre central deH 0

s de partie elliptique dans l’orbite de� et ! le caractŁre central hyperbolique correspondant.

D’aprŁs les rØsultats de Lusztig (ThØorŁme 4.3), on a une Øquivalence de catØgories :

Mod (H 0
s )! ' Mod (H0

s,� ,� �
)! ,

induisant des bijections :
Irr (G)! $ Irr (H 0

s )! $ Irr (H0
s,� ,� �

)! .

La premiŁre bijection rØsulte de l’Øquivalence de catØgories prouvØe par Heiermann, la deuxiŁme par les rØductions
dues à Lusztig.

Les valeurs de la fonction paramŁtre� � se lisent sur les diagrammes suivants (il s’agit du diagramme de Dynkin
associØ à� i ,� = � � \ � s,i ) :
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type de� i ,� diagramme de Dynkin pondØrØ par� � (� ), � 2 � i ,�

A` i � 1
2 2 2 2 2

B` i

2 2 2 2 2x �
i si � i 2 Jord(� 0)

B` i
=C` i

2 2 2 2 2 si � i 62Jord(� 0)

D` i

2 2 2 2

2

2

si � i 2 Jord(� 0)

Table 3. SystŁme de racines et paramŁtres associØs à� i ,�

4.4. Classi� cation en terme de module simples d’une algŁbre de Hecke graduØe Øtendue. � Rappelons
briŁvement la dØ� nition des algŁbres de Hecke graduØes associØes à des triplets cuspidaux et le thØorŁme de
classi� cation qui s’ensuit.

SoientH un groupe rØductif connexe complexe,P = LU un sous-groupe parabolique deH . Notonsh l’algŁbre de
Lie de H et p= l + u celle deP . SoitC � l une L -orbite nilpotente supportant un systŁme local irrØductible cuspidal
L -Øquivariant notØL . Notonst = [ L,C ,L ] le triplet cuspidal correspondant.
SoientT le plus grand tore central dansL , c’est-à-dire T = Z �

L et t son algŁbre de Lie. On sait queW H
L = NH (T )=L

est un groupe de Coxeter. Plus prØcisØment, pour toute forme linØaire� : l �! C, notons

h� = f X 2 h j 8 t 2 t, [t ,X ] = � (t )X g,

son espace de poids. Notons
� = f � 2 t � j � 6= 0, h� 6= 0g,

et
� + = f � 2 � j h� � ug.

SoientP1, . . . ,Pm les sous-groupes paraboliques deH qui contiennent strictementP et qui sont minimal pour cette
propriØtØ. Pour touti 2 J1,m K, notonsL i le sous-groupe de Levi dePi qui contientL et � +

i = f � 2 � j � z(l i ) = 0g. On
a alors l i \ u =

L
� 2� +

i
h� et � est un systŁme de racines (non nØcessairement rØduit) danst � qui est engendrØ par les

formes linØaires det qui sont nulles sur le centre deh. De plus,� +
i contient un unique ØlØment� i tel que � i =2 62� .

L’ensemble� = f � 1, . . . ,� m g est un systŁme de racines simples de� . De plus,W H
L est le groupe de Coxeter engendrØ

par les rØ� exions simplessi , oø si est l’unique ØlØment non trivial deNL i
(T )=L .

Soit N 2 C . Pour tout� 2 � , soit � t (� ) ¾2 le plus petit entier tel que

ad(N )� t (� )� 1 : l � \ u �! l � \ u,

est nul. Si� 2 � est conjuguØe à� 0 2 � dansW H
L , alors � t (� ) = � t (� 0). La fonction � t : � �! N est une fonction

paramŁtre dans le sens vu dans la section prØcØdente.

ConsidØrons l’algŁbre de Hecke graduØe associØ à ce triplet cuspidal. C’est leC[r ]-moduleC[W ] 
 C S(t � ) 
 C C[r ] que
l’on noteH � t

= H � t
(t � , � ). Elle est engendrØe par(t w )w 2W et ( ) 2t � vØri� ant les relations

� pour tout w ,w 02 W , t w t w 0 = t w w 0 ;

� pour tout � 2 � ,  2 t � ,  t s�
� t s�

s� ( ) = r � t (� )h , � _ i .

Soit x 2 h un ØlØment nilpotent et soitIrr (AH (x ))t l’ensemble des reprØsentations irrØductiblese� de AH (x ) telles
que � H (C H

X , e� ) = t, i.e. telles que(C H
X , e� ) soit associØ par la correspondance de Springer gØnØralisØe àt. Soit
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(s, r0) 2 h � C un ØlØment semi-simple tel que[s, x ] = 2r0x . On a une injection deAH (x ,s) dans AH (x ) et on note
Irr (AH (x ,s))t l’ensemble des reprØsentations irrØductibles deAH (x ,s) apparaissant dans la restriction àAH (x ,s)
d’une reprØsentatione� 2 Irr (AH (x ))t .

En utilisant des techniques de cohomologie Øquivariante, Lusztig dØ� nit des modules standardsM t (x , r0, s, � ) qui sont
desH � t

-modules et qui vont classi� er les objets que l’on veut. Pour Œtre plus prØcis, on a le thØorŁme suivant :

ThØorŁme 4.4(Lusztig). � 1. [Lus88, 8.10]M t (x ,s, r0, � ) 6= 0, si et seulement si,� 2 Irr (AH (x ,s))t

2. [Lus88, 8.15] ToutH � t
-module simple sur lequelr agit par r0 est un quotientM t (x ,s, r0, � ) d’un M t (x ,s, r0, � ), oø

� 2 Irr (AH (x ,s))t

3. [Lus88, 8.17], [Lus95b, 8.18] L’ensemble des classes deH � t
-module simple de caractŁre central(s, r0) est en bijection

avec
M (s,r0) = f (x , � ) j x 2 h, [s, x ] = 2r0x , � 2 Irr (AH (x ,s))t g

4. [Lus02, 1.21] LeH � t
-module simpleM t (x ,s, r0, � ) est tempØrØ, si et seulement si, il existe unsl2-triplet (x , y,z)

vØri� ant [s, x ] = 2r0x , [s,z ] = 0, [s, y ] = � 2r0y ets � r0z est elliptique. Dans ce cas,M t (x ,s, r0, � ) = M t (x ,s, r0, � )

5. [Lus02, 1.22] LeH � t
-module simpleM t (x ,s, r0, � ) est de la sØrie discrŁte, si et seulement si,s et x ne sont contenus

dans aucune sous-algŁbre de Levi propre.

DØcrivons le systŁme de racines, le groupe de Weyl et les paramŁtres associØs à un triplet cuspidal dans le cas des
groupes classiques. Ceci est complŁtement traitØ dans [Lus88, 2.13].

H L partition R Rred paramŁtres

SpN (C)
(C� )` � SpN 0(C) (1` ) � (2,4, . . . ,2d ) BC` B`

2 2 2 2 a + 1 N 0¾2

(C� )
N
2 (1

N
2 ) CN

2
CN

2

2 2 2 2 2

(C� )` � SON 0(C) (1` )� (1,3, . . . ,2d +1) B` B`
2 2 2 2 a + 1 N 0¾3

SON (C)
(C� )

N � 1
2 (1

N � 1
2 ) BN � 1

2
BN � 1

2

2 2 2 2 2 N impair

(C� )
N
2 (1

N
2 ) D N

2
D N

2

2 2 2 2

2

2

N pair

Table 4. SystŁme de racines et paramŁtres associØ à un triplet cuspidal

Remarque 4.5. � Dans la table prØcØdente, on a notØa la plus grande part de la partition non triviale, c’est-à-dire
a = 2d dans le casSpN (C) et a = 2d + 1 dans le casSON (C).

4.5. ParamØtrage des paramŁtres de Langlands enrichis. � SoientG un groupe classique et	j= [ bL, ' , " ] 2 B st
e (G)

un triplet inertiel de G . On suppose que' est normalisØ comme prØcØdemment. Soient� 2 X (bL) (resp. � ) un
cocaractŁre non-rami� Ø unitaire (resp. hyperbolique) debL .

On s’intØresse à tout les paramŁtres de Langlands enrichis(� , � ) qui admettent(bL, '�� , " ) pour support cuspidal.
On note � = � '�� le caractŁre in� nitØsimal associØ. Soit(� , � ) 2 � e(G) tel queS�c(� , � ) = ( bL, '�� , " ). On a vu qu’on
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avait alors� = � � = � '�� = ' WF
�� � � 1

' . Puisque' est en particulier tempØrØ, la partie elliptique de� est ' WF
� et

la partie hyperbolique est� � � 1
' . Notons� (Fr) = s� t � la dØcomposition de l’ØlØment semi-simple� (Fr) en produit de

l’ØlØment semi-simple hyperbolique (resp. elliptique)s� (resp.t � ). On rappelle qu’on a dØ� ni, en section 3.2, le groupe
JG
� = Z ÒG (� IF

, t � ). Il se trouve qu’ici on a :JG
� = H G

'� . Soit s� 2 jL� l’unique ØlØment semi-simple hyperbolique dejL� tel
queexp(s� ) = s� , on a :

AÒG (� ) ' AÒG (� ,N� ) = AJG
�

(s� ,N� ) et AbL ('�� ) ' AÒG (� ,N' ) = AJL
�

(s� ,N' ).

ConsidØrons le triplet cuspidalt � = ( JL
� ,C

JL
�

N'
, " ) de JG

� .

On a alors

W	j,� = W �
	j,� o R 	j,� , W	j,� = W

H G
'�

H L
'�

= W
JG
�

JL
�

et W �
	j,� = W

JG
�

�

JL
�

� .

Proposition 4.6. � SoitG un groupe linØaire ou un groupe classique. Soient	j2 B st
e (G) un triplet inertiel,! = W	j�('�� ) 2

T 	j=W	j un caractŁre in� nitØsimal avec� unitaire et� hyperbolique. On considŁre d’une part, l’ensemble des paramŁtres de
Langlands enrichis� e(G)	j,! qui admettent! pour caractŁre in� nitØsimal et d’autre part, l’algŁbre de Hecke graduØe Øtendue

Irr (H 	j,� ,� �
o C[R 	j,� ]) dØ� nie par le triplet cuspidal(JL

� ,C
JL
�

N'
, " ) 2 S JG

�
deJG

� . On a une bijection :

Irr (H 	j,� ,� �
o C[R 	j,� ]) $ � e(G)	j,!

qui induit des bijections entre

Irr (H 	j,� ,� �
o C[R 	j,� ])2 $ � e(G)	j,! ,2 et Irr (H 	j,� ,� �

o C[R 	j,� ])bdd $ � e(G)	j,! ,bdd .

DØmonstration. � Comme prØcØdemment, soit� = � '�� le caractŁre in� nitØsimal de'�� . Nous avons dØjà expliquØ
que la donnØe d’un paramŁtre de Langlands� de caractŁre in� nitØsimal� est Øquivalent à la donnØe de� et
N� = dS�

�
0 1
0 0

�
. De plus, on a :AÒG (� ) = AJG

�
(s� ,N� ). Par consØquent, l’ensemble des paramŁtres de Langlands enrichis

(� , � ) de G de support cuspidal(bL, '�� , " ) est en bijection avecf (x , � ) j x 2 jG� , [s� , x ] = 2r0x , � 2 Irr (AJG
�

(s� , x ))t �
g

oø t � = [ JL
� ,C

JL
�

N'
, " ] 2 S JG

�
. PuisqueJG

� est un produit de groupes linØaires, symplectiques ou de type orthogonal, en
procØdant comme dans la dØmonstration du thØorŁme 3.21 et en utilisant les thØorŁmes A.7 et A.10, on obtient une
bijection :

Irr (H 	j,� ,� �
o C[R 	j,� ]) $ � e(G)	j,! .

Reste à voir que cette bijection envoie un paramŁtre de Langlands discret sur un module simple de la sØrie discrŁte et
un paramŁtre tempØrØ sur un module simple tempØrØ. LeH 	j,� ,� �

o C[R 	j,� ]-module simple de caractŁre central(s� , r0)

associØ(N� , � ) est de la sØrie discrŁte, si et seulement si,s� et N� ne sont contenus dans aucune sous-algŁbre de Levi
propre de jG� . Or, si l’image du paramŁtre� , correspondant à(� ,N� ), se factorise à un sous-groupe de LevicM � bL

de ÒG , alors jM� est une sous-algŁbre de Levi de propre dejG� qui contients� et N� . Par consØquent, le paramŁtre de
Langlands� est discret.

D’aprŁs le thØorŁme de Lusztig 4.4, leH 	j,� ,� �
o C[R 	j,� ]-module simple associØ à(s� ,N� ) est tempØrØ, si et seulement

si, il existe unsl2-triplet (x , y,z) avecx = N� tel que [s� , x ] = 2r0x , [s� , z ] = 0, [s� , y ] = � 2r0y et s� � r0z elliptique.
Puisques� � r0z est un ØlØment semi-simple hyperbolique, ceci est Øquivalent às� = r0z . En d’autres termes, ceci
signi� e que� � � 1

' = � � 1
� , c’est-à-dire � = � ' =� � 1

� = � � 1
c . Puisque� WF

= ' WF
�� � c = ' WF

� , ceci est bien Øquivalent
à ce que le paramŁtre� est tempØrØ.

4.6. ParamØtrage du dual admissible. � Dans cette section, ayant� xØ une paire inertielles2 B (G) et un L -triplet
inertiel correspondant	j 2 B st

e (G), on Øtablit une bijection entre les paramŁtres de Langlands enrichis dans� e(G)	j

et les reprØsentations irrØductibles dans le bloc de BernsteinIrr (G)s. Pour cela, nous allons utiliser les rØsultats de
Lusztig concernant la classi� cation de certains « paramŁtres » avec des modules simples d’une algŁbre de Hecke
graduØe.
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ThØorŁme 4.7. � SoitG un groupe classique dØployØ. Soients= [ L, � ] 2 B (G) et 	j= [ bL, ' , " ] 2 B st
e (G) correspondant. On

a une bijection
Irr (G)s $ � e(G)	j,

induisant des bijections
Irr (G)s,2 $ � e(G)	j,2,

et
Irr (G)s,temp $ � e(G)	j,bdd .

DØmonstration. � On suppose avoir normalisØL , � et ' comme dans les sections prØcØdentes. Lorsque tous les
nombres de torsionst i valent 1, on peut identi� er T 	j à un tore maximal de Z ÒG (' )� . Sinon, on peut l’identi� er à
l’image par z 7! z t i sur chaque composante indexØe pari . Ainsi, on peut dØ� nir la donnØe radicielle basØe	 	j

associØe à ce groupe et ce tore maximal. D’aprŁs la dØmonstration du thØorŁme 4.1, par dualitØ on peut identi� er 	 s

et 	 	j.

Soient � 2 X (L) un caractŁre non-rami� Ø unitaire et� 2 X (bL) le cocaractŁre non-rami� Ø correspondant. Soient
� 2 X (L) un caractŁre non-rami� Ø hyperbolique,! = Ws � (��� ) un caractŁre in� nitØsimal dont la partie elliptique
est dans l’orbite deWs � (�� ). Soit Ò! = W	j � ('�� ) le caractŁre in� nitØsimal correspondant (il faudrait ajouter" pour
Œtre plus prØcis). Notons! = ZW	j � (s) le caractŁre in� nitØsimal hyperbolique correspondant avecs 2 t 	j,R. On a vu que
l’Øquivalence de catØgorie du thØorŁme 4.2 et la rØduction de Lusztig induisent des bijections :

Irr (G)! $ Irr (H 0
s )! $ Irr (H0

s,� ,� �
)! .

Puisque nous avons montrØ queT 	j et Ts sont isomorphes et que les actions respectives deW	j et de Ws sont
compatibles. Ainsi,	 s,� ' 	 	j,� . En particulier,Ws,� ' W 	j,� et Rs,� ' R 	j,� . Puisquet �

s ' t �
	j et � s,� ' � 	j,� , pour montrer

que l’algŁbre de Hecke graduØeH 	j,� ,� �
dØ� nie par Lusztig coïncide avecHs,� ,� �

, il su� t de montrer que la fonction
paramŁtre est la mŒme. D’une part, la fonction paramŁtre deHs,� ,� �

est dØcrite dans la table 3 et d’autre part,
la fonction paramŁtre deH 	j,� ,� �

est dØcrite dans la table 4. D’aprŁs le thØorŁme 2.10 de M�glin sur les points de
rØductibilitØs d’induites de cuspidales, on a :2x = a � i

+ 1, oø a � i
= maxf a 2 N j (� ,a ) 2 Jord(� 0)g. Ainsi, lorsque

� i 2 Jord(� 0), alors a � i
+ 1 est exactement la valeur apparaissant dans la table 4. Ceci montre donc que les deux

algŁbres de Hecke graduØeHs,� ,� �
et H 	j,� ,� �

sont Øgales.

En combinant les prØcØdentes bijections avec celle obtenue à la proposition 4.6, on obtient donc une bijection

Irr (G)! $ � e(G)! .

Faisons quelques remarques à la suite de ce thØorŁme avant d’annoncer quelques consØquences.

Remarque 4.8. � La bijection entre Irr (G)! et � e(G)! ne suppose pas la correspondance de Langlands. Plus prØci-
sØment, ce qu’on a utilisØ est :

(1) la bijection entreTs et T 	j qui est une consØquence de la correspondance de Langlands pour les caractŁres ;

(2) la bijection entreWs et W	j obtenue par un calcul explicite ;

(3) la description des fonctions paramŁtres d’une part pourHs en terme de points de rØductibilitØs d’induites
parabolique, d’autre part pourH 	j par les calculs explicites de Lusztig et le lien se faisant par un rØsultat de
M�glin qui est trŁs di � cile à obtenir.

Ceci montre en particulier,a posteriori, que si lesL -paquets des groupes classiques sont paramØtrØs par les
reprØsentations irrØductibles deS-groupe, alors nØcessairement les reprØsentations supercuspidales sont paramØtrØes
par les paramŁtres de Langlands enrichis cuspidaux.
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En e� et, pour commencer, dans le cas d’un toreT , on sait d’aprŁs la correspondance de Langlands pour les tores que
les paramŁtres de Langlands enrichis cuspidaux sont les paramŁtres des reprØsentations irrØductibles supercuspidales.
Ensuite,� xons un groupe classiqueG et supposons que pour tout groupe classiqueG0 de mŒme type queG mais de
rang semi-simple strictement infØrieur à celui deG , les paramŁtres de Langlands des reprØsentations supercuspidales
de G0 correspondent aux paramŁtres de Langlands cuspidaux enrichis deG0. Soit s = [ L, � ] 2 B (G) une paire
inertielle deG , oø L est un sous-groupe de Levi propre deG . PuisqueL est un produit de groupes linØaires et d’un
groupe classique de mŒme type queG mais de rang semi-simple strictement infØrieur, par hypothŁse de rØcurrence, le
paramŁtre de Langlands de� est un paramŁtre de Langlands enrichi cuspidal deL . Notons donc	j= [ bL, ' , " ] 2 B st

e (G)

le triplet inertiel correspondant. En admettant le point (3) ci-dessus, le thØorŁme 4.7 montre donc qu’on a une bijection
entre Irr (G)s et � e(G)	j. Ainsi, pour tout paramŁtre de Langlands� 2 � (G), la partie non cuspidale deIrr (S G

� )

paramŁtre une reprØsentation irrØductible qui n’est pas cuspidale. Par consØquent, les reprØsentations supercuspidales
de G ne peuvent Œtre paramØtrØs que par des paramŁtres de Langlands enrichis cuspidaux.

En consØquence du thØorŁme prØcØdent on obtient :

ThØorŁme 4.9. � La conjecture 2.17 est vraie pour les groupes classiques. Autrement dit, la correspondance de Langlands
est compatible avec l’induction parabolique.

DØmonstration. � En e � et, nous savons grâce aux travaux d’Harris-Taylor, Henniart, Scholze pour le groupe linØaire
et Arthur et M�glin pour les groupes classiques que les paramŁtres de Langlands des supercuspidales sont ceux qu’on
avait prØdit par la conjecture. Ce qui prØcŁde dØcrit les paramŁtres de Langlands des sous-quotients d’une induite de
supercuspidale. Or, ces paramŁtres sont compatibles avec la conjecture.

4.7. Changement de paramØtrage dans unL -paquet, support cuspidal et gØnØricitØ. � SoientG (lesF -points
d’) un groupe classique,� 2 � (G)bdd un paramŁtre de Langlands tempØrØ. Il existe un modŁle de Whittakerm de
G et une reprØsentation gØnØrique� m dans leL -paquet� � (G). Par ailleurs, la thØorie de l’endoscopie montre qu’il
existe une unique bijection

� : � � (G) ! Irr (S G
� ),

telle que � m s’envoie sur la reprØsentation triviale deS G
� . Si � m0 2 � � (G) est une reprØsentation gØnØrique pour

un modŁle de Whittakerm0, alors on dispose d’une autre bijection� 0 : � � (G) ! Irr (S G
� ) telle que � 0(� m0) est la

reprØsentation triviale. Les deux paramØtrages sont reliØs par un certain caractŁre! m,m0 : S G
� ! C� , si bien que pour

tout � 2 � � (G) :

� 0(� ) = � (� ) 
 ! m,m0.

Ce caractŁre est dØcrit dans le cas des groupes classiques dans [GGPW12, §10] et nous rappelons sa description
ci-dessous.

NotonsV� l’espace sur lequel la reprØsentation� se rØalise et dØcomposonsStdG � � : W 0
F ! ÒG ,! GL(V� ) :

StdG � � =
M

� 2I O

M

a2N

(� ‚ Sa ) 
 M � ,a

M

� 2I S

M

a2N

(� ‚ Sa ) 
 M � ,a �
M

� 2I GL

M

a2N

��
� � � _

�
‚ Sa

�

 M � ,a ,

oø M � ,a dØsigne l’espace de multiplicitØ de la reprØsentation irrØductible� ‚ Sa . Soit z 2 Z ÒG (� ) un ØlØment semi-
simple. Cet ØlØment dØ� nit un isomØtrie deV� qui se restreint en une isomØtrie sur chacun des sous-espaces de
multiplicitØ. NotonsV z,� 1

� = f v 2 V� j z � v = � v g et � z,� 1 la sous-reprØsentation de� sur V z,� 1
� . On a :

� z,� 1 =
M

� 2I O

M

a2N

(� ‚ Sa ) 
 M z� ,a ,� 1
� ,a �

M

� 2I S

M

a2N

(� ‚ Sa ) 
 M z� ,a ,� 1
� ,a �

M

� 2I GL

M

a2N

��
� � � _

�
‚ Sa

�

 M z� ,a ,� 1

� ,a .

Il s’ensuit quedet(� z,� 1) dØ� nit un caractŁre quadratique deW 0
F qui se factorise parW ab

F ' F � et donc parF � =F � 2.
Pour tout f 2 F � =F � 2, notons

! f (z) = det(� z,� 1(f )).
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Comme il est expliquØ dans [GGPW12, §4],! f dØ� nit un caractŁre quadratique qui se factorise parAÒG (� ). LorsqueG
est un groupe symplectique ou spØcial orthogonal pair (dØployØ), l’ensemble des orbites sousT des caractŁres gØnØ-
riques est un espace homogŁne principal sousF � =F � 2. Par consØquent, sim0= f �m oø f 2 F � =F � 2, alors! m,m0 = ! f .

Proposition 4.10. � Pour toutf 2 F � =F � 2, la restriction du caractŁre! f à A(H G
� )� (� SL2(C)) est triviale.

DØmonstration. � DØcomposons la restriction de� à WF et pour tout z 2 H G
� , on a :

� WF
=

M

� 2I O

� 
 M �

M

� 2I S

� 
 M �

M

� 2I GL

�
� � � _

�

 M � ,

� WF

z,� 1 =
M

� 2I O

� 
 M z� ,� 1
�

M

� 2I S

� 
 M z� ,� 1
�

M

� 2I GL

�
� � � _

�

 M z� ,� 1

� .

Pour tout z 2 H G
� et � 2 I O t I S, on a : det(z� ) = (� 1)dim (M z� ,� 1

� ). En particulier, pourz 2
€
H G

�

Š�
et � 2 I O t I S,

dim (M z� ,� 1
� ) est pair. Revenons à prØsent au calcul du dØterminant de� z,� 1.

Pour tout z 2 Z€
H G

�

Š� (� SL2(C)) et � 2 I O t I S, on aM z�
� =

L
a2N Sa ‚ M

z� ,a ,� 1
� ,a et :

det

�
M

a2N

(� ‚ Sa ) 
 M z� ,a ,� 1
� ,a

�

=
Y

a2N

det(� )dim (Sa )dim (M � ,a ) det(Sa )dim (� )dim (M
z� ,a ,� 1
� ,a )

= det(� )
P

a2N dim (Sa )dim (M
z� ,a ,� 1
� ,a )

= det(� )dim (M z� ,� 1
� )

Pour tout z 2 Z€
H G

�

Š� (� SL2(C)) et pour tout � 2 I O t I S, dim (M z� ,� 1
� ) est pair, doncdet(� )dim (M z� ,� 1

� ) = 1.

Ceci montre donc que pour toutf 2 F � =F � 2, la restriction de! f à A€
H G

�

Š� (� SL2(C)) est triviale.

Proposition 4.11. � Soient� 2 Irr (G) une reprØsentation irrØductible deG et (L , � ) 2 
 (G) son support cuspidal. Soient�
et � 0 deux bijections� � (G) ! Irr (S G

� ) correspondant au choix de modŁles de Whittaker. Soient� = � (� ) et � 0= � 0(� ). Soient
(bL, ' , " ) 2 
 st

e (G) (resp.(bL0, ' 0, " 0) 2 
 st
e (G)) le support cuspidal de(� , � ) (resp.(� , � 0)) tel qu’il a ØtØ dØ� ni dans le thØorŁme

3.21. Alors (àÒG -conjugaison prŁs), on a :bL = bL0 et ' = ' 0.

DØmonstration. � En reprenant les notations de la proposition, on a vu que� 0= � 
 ! m,m0. Il rØsulte de la proposition
4.10 que� A•

H G
�

‹ � (� SL2(C))
= � 0

A•
H G

�

‹ � (� SL2(C))
. Or, les constructions du support cuspidal dØtaillØes dans la preuve du

thØorŁme 3.21 montrent que (laÒG -classe de conjugaison) debL et ' ne dØpendent que� A•
H G

�

‹ � (� SL2(C))
.

Proposition 4.12. � Soit � une reprØsentation irrØductible supercuspidale orpheline. Alors� n’est pas gØnØrique. De façon
Øquivalente, une reprØsentation supercuspidale gØnØrique est nØcessairement ordinaire.

DØmonstration. � Supposons que � est gØnØrique et soit(' , " ) « le » paramŁtre de Langlands enrichi de� . Puisque�
est gØnØrique, alors" = ! f pour un certainf 2 F � =F � 2. D’aprŁs la proposition 4.10, la restriction de! f à A(H G

� )� (u ' )

est triviale. Par ailleurs, par hypothŁse," est cuspidale. D’aprŁs la classi� cation des systŁmes locaux cuspidaux de
Lusztig (ou par la correspondance de Springer ordinaire) il s’ensuit queu ' = 1. Ainsi, � est ordinaire.

5. Comparaison des supports cuspidaux

En supposant qu’on a la correspondance de Langlands pour les reprØsentations supercuspidales, nous avons dØ� ni un
paramØtrage des reprØsentations qui ne sont pas supercuspidales par les reprØsentations irrØductibles deS-groupe.
A priori, on ne sait pas que le paramØtrage qu’on obtient et celui obtenu par les travaux d’Arthur coïncident. Dans
cette section nous montrons que le support cuspidal qu’on a dØ� ni au thØorŁme 3.21 est le mŒme que celui qui a ØtØ
dØ� ni par M�glin et M�glin-Tadi ·c dans [M�g02] et [MT02] pour les sØries discrŁtes. Pour cela, on calcule d’abord
explicitement la correspondance de Springer gØnØralisØe pour les unipotents distinguØs des groupes symplectiques
et spØciaux orthogonaux. Ensuite, on relie nos constructions à celles de [M�g02] et [MT02]. Puis, en utilisant les
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rØsultats de M�glin ou de [Xu15] qui montre que le paramØtrage de M�glin coïncide avec celui obtenu par les travaux
d’Arthur, on en dØduit que le paramØtrage qu’on propose est cohØrent.

5.1. Groupe symplectique. �

5.1.1. Description combinatoire de la correspondance de Springer gØnØralisØe. � On note N = f 0,1, . . .g l’ensemble des
entiers naturels.
Soit N ¾2 un entier pair. Notonse	 N l’ensemble des couples(A,B) oø A (resp.B) est un sous-ensemble� ni de N
(resp.N � ) vØri� ants les conditions suivantes :

� pour tout i 2 N , f i , i + 1g 6�A et f i , i + 1g 6�B ;

� jAj + jBj est impair ;

�
P

a2A a +
P

b 2B b = 1
2N + 1

2 (jAj + jBj)(jAj + jBj � 1).

ConsidØrons la relation d’Øquivalence sure	 N engendrØe par

(A,B) � (f 0g [ (A + 2), f 1g [ (B + 2)),

et notons	 N l’ensemble des classes d’Øquivalences.
Soient(A,B),(A0,B0) 2 	 N . On dit que(A,B) et (A0,B0) sont similaires lorsque

A [ B = A0[ B0 et A \ B = A0\ B0.

Dans chaque classes de similitudes, il existe un unique ØlØment(A? ,B? ) dit distinguØ, oøA? = f a1, . . . ,am +1g et
B? = f b1, . . . ,bm g vØri� ant

a1 ¶ b1 ¶ a2 ¶ b2 ¶ . . . ¶ am ¶ bm ¶ am +1.

A� n de dØcrire les ØlØments d’une classe de similitudes, nous� xons un ØlØment distinguØ(A? ,B? ) 2 	 N et nous
posonsC = A? � B? . On appelle intervalle deC tout sous-ensemble deC non vide I de la formeI = Ji , j K tel que
i � 1 62C, j + 1 62C et i 6= 0. NotonsI l’ensemble des intervalles deC et H l’ensemble des ØlØments deC qui ne sont
dans aucun intervalle. Ainsi,H = ? ou H = J0,h K. Pour tout� 2 P (I ), notons

A� =
[

I 2I � �

(I \ A? ) [
[

I 2�

(I \ B? ) [ (H \ A? ) [ (A? \ B? ) et B� =
[

I 2I � �

(I \ B? ) [
[

I 2�

(I \ A? ) [ (H \ B? ) [ (A? \ B? ).

Pour tout � 2 P (I ), (A� ,B� ) est similaire à (A? ,B? ). Plus prØcisØment, l’application

P (I ) �! f classe de similitude de(A? ,B? )g
� 7�! (A� ,B� )

est une bijection. Par ailleurs,P (I ) est un F2-espace vectoriel pour la di� Ørence symØtrique� avec pour base
naturelle les intervalles formØs d’un seul ØlØment.

Soit p = (p1, . . . ,pk ) = (q
rq1
1 , . . . ,q

rqm
m ) une partition deN avec p1 ¶ . . . ¶ pk et up 2 SpN (C) un ØlØment unipotent

paramØtrØ parp. Rappelons qu’en notant� p = f q 2 p j q pair et rq ¾1g, on a :ASpN (C)(up) =
Q

q2� p
hzq i ' (Z=2Z)j� p j.

Quitte à supposerp1 nul, on peut supposer quek = 2m est pair. Pour touti 2 J1,k K, dØ� nissons

p 0
i = pi + (i � 1).

Ainsi p 0
1 < p 0

2 < . . . < p 0
2m . Dans cette suite, il y a exactementm nombre pairs (resp. impairs)2y1 < 2y2 < . . . < 2ym

(resp.2y 0
1 + 1 < . . . < 2y 0

m + 1). vØri� ant

0 ¶ y1 + 1 ¶ y 0
1 + 2 ¶ y2 + 2 ¶ y 0

2 + 3 ¶ . . . ¶ ym + m ¶ y 0
m + (m + 1).

DØ� nissons
A? = f 0, y 0

1 + 2, y 0
2 + 3, . . . ,y 0

m + (m + 1)g et B? = f y1 + 1, y2 + 2, . . . ,ym + m g.

Alors (A? ,B? ) est distinguØ. Par ailleurs, on a une bijection entre l’ensemble des intervallesI p de C = A? � B? et
� p dØ� nie de la façon suivante. Ordonnons les ØlØments deI p de façon croissanteI1, . . . ,I f si bien que pour tout
i , j 2 J1, f K, x 2 I i , y 2 I j , i ¶ j ) x ¶ y . Soit � p = f q1, . . . ,q f 0g une ØnumØration croissante de� p . On a alorsf = f 0

et on fait correspondreI r à a r . De plus,jI r j = rqr
.



42 AHMED MOUSSAOUI

5.1.2. Calcul de la correspondance de Springer pour les unipotents distinguØs. � Soit u 2 SpN (C) un ØlØment unipotent
distinguØ admettant pour partitionp = (p1, . . . ,pk ). Les entierspi sont distincts deux à deux, ont pour multiplicitØs
un et sont pairs. On a� p = f pi , i 2 J1,k Kg et ASpN (C)(u ) '

Q k
i =1hzpi

i . DØcrivons leu -symbole distinguØ associØ àp et
sa classe de similitude.

� Si k = 2m est pair, on a :

p1 ¶ p2 + 1 ¶ p3 + 2 ¶ . . . ¶ p2m � 1 + 2m � 2 ¶ p2m + 2m � 1.

2
� p1

2

�
< 2

•
p3 + 2

2

‹
< . . . < 2

•
p2m � 1 + 2m � 2

2

‹
et 2

� p2

2

�
+ 1 < 2

•
p4 + 2

2

‹
+ 1 < . . . < 2

•
p2m + 2m � 2

2

‹
+ 1

D’oø

A? =
n

0,
p2

2
+ 2, . . . ,

p2i

2
+ 2i , . . . ,

p2m

2
+ 2m

o
et B? =

n p1

2
+ 1, . . . ,

p2i � 1

2
+ 2i � 1, . . . ,

p2m � 1

2
+ 2m � 1

o

C =
n

0,
p1

2
+ 1,

p2

2
+ 2, . . . ,

pi

2
+ i , . . . ,

p2m

2
+ 2m

o

Les intervalles deC sont les singletonsI i = f pi
2 + i g pour i 2 J1,k K. De plus,H = f 0g, H \ A? = f 0g,

H \ B? = ? et A? \ B? = ? .

� Si k = 2m � 1 est impair, on a :

0 ¶ p1 + 1 ¶ p2 + 2 ¶ p3 + 3 ¶ . . . ¶ p2m � 1 + 2m � 2 ¶ p2m � 1 + 2m � 1.

2
0

2
< 2

•
p2 + 2

2

‹
+1 < 2

•
p4 + 4

2

‹
< . . . < 2

•
p2m � 2 + 2m � 2

2

‹
et 2

� p1

2

�
+1 < 2

•
p3 + 2

2

‹
+1 < . . . < 2

•
p2m � 1 + 2m � 2

2

‹
+1

D’oø

A? =
n

0,
p1

2
+ 2, . . . ,

p2i � 1

2
+ 2i , . . . ,

p2m � 1

2
+ 2m

o
et B? =

n
1,

p2

2
+ 3, . . . ,

p2i � 2

2
+ 2i � 1, . . . ,

p2m � 2

2
+ 2m � 1

o

C =
n

0,1,
p1

2
+ 2,

p2

2
+ 3, . . . ,

pi

2
+ i + 1, . . . ,

p2m � 1

2
+ 2m

o

Les intervalles deC sont les singletonsI i = f pi
2 + i + 1g pour i 2 J1,k K. De plus,H = f 0,1g, H \ A? = f 0g,

H \ B? = f 1g et A? \ B? = ? .

Soit � 2 Irr (ASpN (C)(u )). Le caractŁre� dØtermine une partie deI p dØ� nie par � � = f Ipi
j i 2 J1,r K, � (zpi

) 6= 1g.

Proposition 5.1. � Leu -symbole(A� ,B� ) dØ� ni par � est :

� si k est pair
A� = f 0g t

G

i 2J1,k K
� (zpi

)=1
i pair

I i t
G

i 2J1,k K
� (zpi

)=� 1
i impair

I i et B� =
G

i 2J1,k K
� (zpi

)=1
i impair

I i t
G

i 2J1,k K
� (zpi

)=� 1
i pair

I i

� si k est impair

A� = f 0g t
G

i 2J1,k K
� (zpi

)=1
i impair

I i t
G

i 2J1,k K
� (zpi

)=� 1
i pair

I i et B� = f 1g t
G

i 2J1,k K
� (zpi

)=1
i pair

I i t
G

i 2J1,k K
� (zpi

)=� 1
i impair

I i .

Soit j 2 J1,k � 1K et supposons que� (zp j
) = � (zp j +1

). Posons N 0 = N � p j � p j +1, (p 0
1, . . . ,p 0

k � 2) =
(p1, . . . ,p j � 1,cp j , Ôp j +1,p j +1, . . . ,pk ) (partition oø l’on a retirØp j et p j +1). Remarquons que l’indice correspondant à
une partp dans(p 0

1, . . . ,p 0
k � 2) a la mŒme paritØ que que l’indice correspondant à la partp dans(p1, . . . ,pk ).



CENTRE DE BERNSTEIN DUAL POUR LES GROUPES CLASSIQUES 43

Proposition 5.2. � Soit u 0 2 SpN 0(C) un ØlØment unipotent distinguØ admettant pour partitionp0 = (p 0
1, . . . ,p 0

k � 2). Le
groupeASpN 0(C)(u 0) est un sous-groupe deASpN (C)(u ) et on considŁre� 0 la restriction de� à ASpN 0(C)(u 0). Le u -symbole
(A� 0,B� 0) dØ� ni par � 0 est :

� si ( j est pair et� (zp j
) = 1) ou (j est impair et� (zp j

) = � 1) alors :

A� 0 =

�
A� � I j si k pair
A� � I j +1 si k impair

et B� 0 =

�
B� � I j +1 si k pair
B� � I j si k impair

� si ( j est impair et� (zp j
) = 1) ou (j est pair et� (zp j

) = � 1) alors :

A� 0 =

�
A� � I j +1 si k pair
A� � I j si k impair

et B� 0 =

�
B� � I j si k pair
B� � I j +1 si k impair

En particulier, lesu -symboles(A� ,B� ) et (A� 0,B� 0) ont mŒmedØfaut

d 0
� = jA� j � j B� j = jA� 0j � j B� 0j = d 0

� 0.

Proposition 5.3. � Le dØfaut duu -symbole(A� ,B� ) est

d 0
� =

8
>>><

>>>:

1+
kX

i =1

(� 1)i � (zpi
) si k pair

kX

i =1

(� 1)i +1� (zpi
) si k impair

.

DØmonstration. � Si k est pair remarquons pour touti 2 J1,k K, I i � A� , (� 1)i � (zpi
) = 1 et I i � B� , (� 1)i � (zpi

) =
� 1. Il s’ensuit

jA� j = 1+
X

i 2J1,k K
I i � A�

(� 1)i � (zpi
), jB� j = �

X

i 2J1,k K
I i � B�

(� 1)i � (zpi
) et d 0

� = 1+
kX

i =1

(� 1)i � (zpi
).

Si k est pair remarquons pour touti 2 J1,k K, I i � A� , (� 1)i +1� (zpi
) = 1 et I i � B� , (� 1)i +1� (zpi

) = � 1. Il s’ensuit

jA� j = 1+
X

i 2J1,k K
I i � A�

(� 1)i +1� (zpi
), jB� j = 1 �

X

i 2J1,k K
I i � B�

(� 1)i +1� (zpi
) et d 0

� =
kX

i =1

(� 1)i +1� (zpi
).

Pour tout entier impaird 02 Z, notonspS
d 0 la partition de d 0(d 0� 1) dØ� nie par

pS
d 0 =

�
(2d 0� 2,2d � 4, . . . ,4,2) si d 0¾1
(2jd 0j,2jd 0j � 2, . . . ,4,2) si d ¶ � 1

.

Appelons procØdØ d’Ølimination le procØdØ dØcrit pour obtenir(u 0, � 0) à partir de (u , � ). Puisque la longueur de la
partition associØe àu 0 est strictement plus petite que celle associØe àu , il est clair qu’en appliquant autant que faire
se peut le procØdØ d’Ølimination à partir de(u , � ) on obtiendra une partitionep = ( ep1, . . . , epek ) de eN = ep1 + . . .+ epek et
un couple(eu , e� ) tel que pour touti 2 J1,ek � 1K, e� (zepi

) 6= e� (zepi +1
). Le couple(eu , e� ) ne dØpend pas du choix des parts à

chaque Øtape et on a vu dans la proposition 5.2 que lesu -symboles associØs à(u , � ) et (u 0, � 0) ont le mŒme dØfaut.
Par consØquent(u , � ) et (eu , e� ) ont mŒme dØfautd 0

� . D’aprŁs [Lus84, 12.4], la correspondance de Springer gØnØralisØe
associe à(u , � ) (resp.(eu , e� )) :

� le sous-groupe de Levi (C� )
N � d 0

� (d 0
� � 1)

2 � Spd 0
� (d 0

� � 1)(C) (resp.(C� )
eN � d 0

� (d 0
� � 1)

2 � Spd 0
� (d 0

� � 1)(C)) ;

� l’orbite unipotente correspondante à la partition (1
N � d 0

� (d 0
� � 1)

2 ) � pS
d 0

�
(resp.(1

eN � d 0
� (d 0

� � 1)

2 ) � pS
d 0

�
) ;

� la reprØsentation irrØductible cuspidale" S
d 0

� (d 0
� � 1) (resp." S

d 0
� (d 0

� � 1)).
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Proposition 5.4. � Soitd � 2 N l’entier tel que2d � soit la plus grande part depSd 0
�
. On a :

d � =

�
ek � 1 si e� (zep1

) = 1
ek si e� (zep1

) = � 1

DØmonstration. � D’aprŁs la proposition5.3, on voit que :

si k est pair :d 0
� =

�
1 � ek si e� (zep1

) = 1
1+ ek si e� (zep1

) = � 1
, si k est impair :d 0

� =

�
ek si e� (zep1

) = 1
� ek si e� (zep1

) = � 1
.

En� n, si d 0
� ¾1 alorsd � = d 0

� � 1 et si d 0
� ¶ 1 alorsd � = � d 0

� .

5.2. Groupe orthogonal. �

5.2.1. Description combinatoire de la correspondance de Springer gØnØralisØe. � Soit N ¾ 3 un entier. Notonse	 0
N l’en-

semble des ensemblesf A,Bg oø A et B sont des sous-ensembles� nis deN vØri� ants les conditions suivantes :

� pour tout i 2 N , f i , i + 1g 6�A et f i , i + 1g 6�B ;

�
P

a2A a +
P

b 2B b = 1
2N + 1

2 ((jAj + jBj � 1)2 � 1).

ConsidØrons la relation d’Øquivalence sure	 N engendrØe par

f A,Bg � ff 0g [ (A + 2), f 0g [ (B + 2)g,

et notons	 0
N l’ensemble des classes d’Øquivalences.

Un ØlØment de	 0
N de la forme f A,Ag sera dit dØgØnØrØ ; les autres ØlØments seront dit non-dØgØnØrØs. Soient

f A,Bg,f A0,B0g 2	 0
N . On dit quef A,Bg et f A0,B0g sont similaires lorsque

A [ B = A0[ B0 et A \ B = A0\ B0.

Dans chaque classes de similitudes, il existe un unique ØlØmentf A? ,B? g dit distinguØ, oøA? = f a1, . . . ,am 0g et
B? = f b1, . . . ,bm g avec siN est impairm 0= m + 1 , si N est pairm 0= m , vØri� ant

a1 ¶ b1 ¶ a2 ¶ b2 ¶ . . . ¶ am ¶ bm etbm ¶ am +1 si N est impair.

A� n de dØcrire les ØlØments d’une classe de similitudes, nous� xons un ØlØment distinguØf A? ,B? g 2 	 0
N et nous

posonsC = A? � B? . On appelle intervalle deC tout sous-ensemble deC non vide I de la formeI = Ji , j K tel que
i � 1 62C, j + 1 62C . NotonsI l’ensemble des intervalles deC et H l’ensemble des ØlØments deC qui ne sont dans
aucun intervalle. Ainsi,H = ? . Pour tout� 2 P (I ), notons

A� =
[

I 2I � �

(I \ A? ) [
[

I 2�

(I \ B? ) [ (H \ A? ) [ (A? \ B? ) et B� =
[

I 2I � �

(I \ B? ) [
[

I 2�

(I \ A? ) [ (H \ A? ) [ (A? \ B? ).

Pour tout � 2 P (I ), f A� ,B� g est similaire à f A? ,B? g. Plus prØcisØment, l’application

P (I ) �! f classe de similitude def A? ,B? gg
� 7�! f A� ,B� g

est une bijection. Par ailleurs,P (I ) est un F2-espace vectoriel pour la di� Ørence symØtrique� avec pour base
naturelle les intervalles formØs d’un seul ØlØment.

Soit p = (p1, . . . ,pk ) = (q
rq1
1 , . . . ,q

rqm
m ) une partition de N avec p1 ¶ . . . ¶ pk . On dira que p est dØgØnØrØe si

toutes ses parts sont paires et de multiplicitØs paires. Dans ce cas ... Sip n’est pas dØgØnØrØe, soitup 2 SpN (C)
un ØlØment unipotent paramØtrØ parp. Rappelons qu’en notant� p = f q 2 p j q impair et rq ¾ 1g, on a :
ASON (C)(up) =

Q
q2� p

hzq i =h
Q

q2� p
zq i ' (Z=2Z)j� p j� 1. Quitte à supposerp1 nul, on peut supposer quek a mŒme

paritØ queN . Pour tout i 2 J1,k K, dØ� nissons
p 0

i = pi + (i � 1).

Ainsi p 0
1 < p 0

2 < . . . < p 0
k . Dans cette suite, il y a exactement

�
k
2

�
nombres pairs et

�
k +1

2

�
nombres impairs2y1 < 2y2 <

. . . < 2y[ k
2 ] (resp.2y 0

1 + 1 < . . . < 2y 0
[ k +1

2 ]
+ 1) vØri� ant

0 ¶ y1+1 ¶ y 0
1+2 ¶ y2+2 ¶ y 0

2+3 ¶ . . . ¶ y 0
[ k

2 ]+
•
k

2

˜
� 1 ¶ y[ k

2 ]+
•
k

2

˜
� 1 et si N est impairy1

2 (k � 1)+
1

2
(k � 1)� 1 ¶ y 0

1
2 (k +1)

+
1

2
(k +1)� 1.
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DØ� nissons

A? = f y 0
1 , y 0

2 + 1, . . . ,y 0
[ k +1

2 ] +
•
k + 1

2

˜
� 1g et B? = f y1, y2 + 1, . . . ,y[ k

2 ] +
•
k

2

˜
� 1g.

Alors (A? ,B? ) est distinguØ. Par ailleurs, on a une bijection entre� p et I p dØ� nie de la façon suivante. Ordonnons
les ØlØments deI p de façon croissanteI1, . . . ,I f si bien que pour touti , j 2 J1, f K, x 2 I i , y 2 I j , i ¶ j ) x ¶ y . On
a � p = f q 2 p j q pair et rq ¾1g. Soit � p = f q1, . . . ,q f 0g une ØnumØration croissante de� p . On a alors f = f 0 et on
correspondreI r à a r . De plus,jI r j = rqr

.

5.2.2. Calcul de la correspondance de Springer pour les unipotents distinguØs. � Soit u 2 SON (C) un ØlØment unipotent
distinguØ admettant pour partitionp = (p1, . . . ,pk ). Les entierspi sont distincts deux à deux, ont pour multiplicitØs
un et sont impairs. On a� p = f pi , i 2 J1,k Kg, AON (C)(u ) '

Q k
i =1hzpi

i et ASON (C)(u ) '
Q k

i =1hzpi
i =hzp1

. . .zpk
i . La paritØ

despi implique quek � N mod 2 . DØcrivons leu -symbole distinguØ associØ àp et sa classe de similitude.
On a :

p1 ¶ p2 + 1 ¶ p3 + 2 ¶ . . . ¶ pk � 1 + k � 2 ¶ pk + k � 1.

2
•

p2 + 1

2

‹
< 2

•
p4 + 3

2

‹
< . . . < 2

• p[k =2] + [k =2] � 1

2

‹
et 2

•
p1 � 1

2

‹
+1 < 2

•
p3 + 1

2

‹
+1 < . . . < 2

 
p[ k +1

2 ] +
�

k +1
2

�
� 2

2

!

+1

D’oø

A? =

�
p1 � 1

2
, . . . ,

p2i � 1 � 3

2
+ 2i � 1, . . . ,

p2[ k +1
2 ]� 1 � 3

2
+ 2

•
k + 1

2

˜
� 1

�

et B? =

�
p2 + 1

2
, . . . ,

p2i � 3

2
+ 2i , . . . ,

p2[ k
2 ] � 3

2
+ 2

•
k

2

˜�

C =
§

p1 � 1

2
+ 1,

p2 + 1

2
+ 2, . . . ,

pi � 3

2
+ i � 1, . . . ,

pk � 3

2
+ k � 1

ª
.

Les intervalles deC sont les singletonsI i = f pi � 3
2 + i � 1g pour tout i 2 J1,k K. De plus,H = ? , H \ A? = ? , H \ B? = ?

et A? \ B? = ? .
Soit � 2 Irr (ASON (C)(u )). On voit le caractŁre� comme un caractŁre deAON (C)(u ) trivial sur hzp1

. . .zpk
i . Le caractŁre�

dØtermine une partie deI p dØ� nie par � � = f Ipi
j i 2 J1,r K, � (zpi

) 6= 1g.

Proposition 5.5. � Leu -symbole(A� ,B� ) dØ� ni par � est :

A� =
G

i 2J1,k K
� (zpi

)=1
i impair

I i t
G

i 2J1,k K
� (zpi

)=� 1
i pair

I i et B� =
G

i 2J1,k K
� (zpi

)=1
i pair

I i t
G

i 2J1,k K
� (zpi

)=� 1
i impair

I i

Soit j 2 J1,k � 1K et supposons que� (zp j
) = � (zp j +1

). Posons N 0 = N � p j � p j +1, (p 0
1, . . . ,p 0

k � 2) =
(p1, . . . ,p j � 1,cp j , Ôp j +1,p j +1, . . . ,pk ) (partition oø l’on a retirØp j et p j +1). Remarquons que l’indice correspondant à
une partp dans(p 0

1, . . . ,p 0
k � 2) a la mŒme paritØ que que l’indice correspondant à la partp dans(p1, . . . ,pk ).

Proposition 5.6. � Soit u 0 2 SON 0(C) un ØlØment unipotent distinguØ admettant pour partitionp0 = (p 0
1, . . . ,p 0

k � 2). Le
groupeAON 0(C)(u 0) est un sous-groupe deAON (C)(u ) et on considŁre� 0 la restriction de� à AON 0(C)(u 0). Leu -symbole(A� 0,B� 0)
dØ� ni par � 0 est :

� si ( j est pair et� (zp j
) = 1) ou (j est impair et� (zp j

) = � 1) alors :

A� 0 = A� � I j +1 et B� 0 = B� � I j

� si ( j est impair et� (zp j
) = 1) ou (j est pair et� (zp j

) = � 1) alors :

A� 0 = A� � I j et B� 0 = B� � I j +1

On a :jA� j � j B� j = jA� 0j � j B� 0j. En particulier lesu -symbolesf A� ,B� g et f A� 0,B� 0g ont mŒme dØfaut

d 0
� = jjA� j � j B� jj = jjA� 0j � j B� 0jj = d 0

� 0.
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Proposition 5.7. � Le dØfaut duu -symbolef A� ,B� g est

d 0
� =

�
�
�

kX

i =1

(� 1)i +1� (zpi
)
�
�
�.

DØmonstration. � Remarquons pour tout i 2 J1,k K, I i � A� , (� 1)i +1� (zpi
) = 1 et I i � B� , (� 1)i +1� (zpi

) = � 1. Il
s’ensuit

jA� j =
X

i 2J1,k K
I i � A�

(� 1)i +1� (zpi
), jB� j = �

X

i 2J1,k K
I i � B�

(� 1)i +1� (zpi
) et d 0

� =
�
�
�

kX

i =1

(� 1)i +1� (zpi
)
�
�
�.

Pour tout entier natureld 2 N , notonspO
d la partition de d 2 dØ� nie par

pO
d = (2d � 1,2d � 3, . . . ,3,1).

Appelons procØdØ d’Ølimination procØdØ dØcrit pour obtenir(u 0, � 0) à partir de (u , � ). Puisque la longueur de la
partition associØe àu 0 est strictement plus petite que celle associØe àu , il est clair qu’en appliquant autant que faire
se peut le procØdØ d’Ølimination à partir de(u , � ) on obtiendra une partitionep = ( ep1, . . . , epek ) de eN = ep1 + . . .+ epek et
un couple(eu , e� ) tel que pour touti 2 J1,ek � 1K, e� (zepi

) 6= e� (zepi +1
). Le couple(eu , e� ) ne dØpend pas du choix des parts à

chaque Øtape et on a vu dans la proposition 5.6 que lesu -symboles associØs à(u , � ) et (u 0, � 0) ont le mŒme dØfaut.
Par consØquent(u , � ) et (eu , e� ) ont mŒme dØfautd . D’aprŁs [Lus84, 13.4], la correspondance de Springer gØnØralisØe
associe à(u , � ) (resp.(eu , e� )) :

� le sous-groupe de Levi (C� )
N � d 02

�
2 � SOd 02

�
(C) (resp.(C� )

eN � d 02
�

2 � SOd 02
�

(C)) ;

� l’orbite unipotente correspondante à la partition (1
N � d 02

�
2 ) � pO

d 0
�

(resp.(1
eN � d 02

�
2 ) � pO

d 0
�
) ;

� la reprØsentation irrØductible cuspidale" O
d 02

�
(resp." O

d 02
�

).

Pour harmoniser les notations avec le cas symplectique, on notera aussid � 2 N l’entier d 0
� . D’aprŁs la proposition 5.7,

on voit que :d � = d 0
� = ek .

5.3. Supports cuspidaux. � Soient � 2 � (G)2 un paramŁtre de Langlands discret d’un groupe classiqueG et
� 2 Irr (AÒG (� )). DØcomposons

StdG � � =
M

� 2I

� ‚ S� ,

oø I est l’ensemble des reprØsentations irrØductibles deWF apparaissant dans� WF
et S� la reprØsentation deSL2(C)

correspondante au facteur� 2 I . En prenant le centralisateur de� dans le groupe orthogonal correspondant siG est
un groupe spØcial orthogonal, on a vu qu’on a une dØcomposition :

AÒG�
(� ) =

Y

� 2I

AÒG�
(S� ) et � ' ‚ � 2I � � .

Notons Jord(� ) le bloc de Jordan de� . Pour tout � 2 I , notons n � la dimension de� , m � la dimension deS�

et d � 2 N l’entier tel que la correspondance de Springer gØnØralisØe associe à(u � , � � ) l’unipotent admettant pour
partition (2, . . . ,2d � � 2,2d � ) dans le cas symplectique et(1, . . . ,2d � � 3,2d � � 1) dans le cas orthogonal.
Dans ce qui suit, nous noterons un multiensemble, c’est-à-dire un ensemble oø on autorise des multiplicitØs, parff . . .gg.
Soit � 2 I , dØcomposonsS� =

L k �
i =1 Sp� ,i

et notonsE� la rØunion des multiensembles formØs des exposants dej � j dans
S�

€
jw j1=2 0

0 jw j� 1=2

Š
:

E� =
k �[

i =1

§§
p� ,i � 1

2
� j , j 2 J0,p� ,i � 1K

ªª
.
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Supposons queÒG� = Spm �
(C). Rappelons que tous lesp� ,i sont pairs, ainsi pour touti 2 J1,k � K, 2i ¶ p� ,i . Il s’ensuit

que l’ensemble des exposants dej � j dans
€L d �

i =1 S2i

Š€
jw j1=2 0

0 jw j� 1=2

Š
est un sous-ensemble deE� . Notons ainsi

Ec,� =
k �[

i =1

§§
p� ,i � 1

2
� j , j 2 J0,p� ,i � 1K

ªª
�

d �[

i =1

§§
2i � 1

2
� j , j 2 J0,2i � 1K

ªª
.

Le multiensembleEc,� est le multiensemble des exposants qui du cocaractŁre correcteur� c,� . Comme on peut le voir
à sa dØ� nition, si e 2 Ec,� alorse 6= 0 et � e 2 Ec,� avec la mŒme multiplicitØ quee. NotonsE0

c,� le sous-multiensemble
de Ec,� constituØ des ØlØments positifs, si bien queEc,� = E0

c,� t � E0
c,� .

Supposons queÒG� = Om �
(C). Rappelons que tous lesp� ,i sont impairs, ainsi pour touti 2 J1,k � K, 2i � 1 ¶ p� ,i . Il

s’ensuit que l’ensemble des exposants dej � j dans
€L d �

i =1 S2i � 1

Š€
jw j1=2 0

0 jw j� 1=2

Š
est un sous-ensemble deE� . Notons ainsi

Ec,� =
k �[

i =1

§§
p� ,i � 1

2
� j , j 2 J0,p� ,i � 1K

ªª
�

d �[

i =1

§§
2i � 2

2
� j , j 2 J0,2i � 2K

ªª
.

Le multiensembleEc,� est le multiensemble des exposants qui du cocaractŁre correcteur� c,� . Comme on peut le voir
à sa dØ� nition, si e 2 Ec,� alors � e 2 Ec,� avec la mŒme multiplicitØ quee. De plus,0 2 Ec,� avec multiplicitØm � � d � .
Puisquem � � d 2

� � d � mod 2 , m � � d � est divisible par2. NotonsE0
c,� le sous-multiensemble deEc,� constituØ des

ØlØments strictement positifs et0 comptØ avec multiplicitØm � � d �
2 , si bien queEc,� = E0

c,� t � E0
c,� .

Proposition 5.8. � Soit � 2 � (G)2 un paramŁtre de Langlands discret d’un groupe classiqueG , soientN le rang semi-
simple deÒG et � 2 Irr (AÒG (� )). Comme prØcØdemment on dØcomposeStdG � � =

L
� 2I � ‚ S� , oø I est l’ensemble des

reprØsentations irrØductibles deWF apparaissant dans� WF
et Øcrivons� ' ‚ � 2I � � .

Pour tout� 2 I , on pose :

n � = dim � , m � = dim S� , d 0
� =

� P k �

i =1(� 1)i +k � � � (zp� ,i
) + 2k � + 2 � 2

� k � +1
2

�
si ÒG� est symplectique

P k �

i =1(� 1)i +1� � (zp� ,i
) si ÒG� est orthogonal

,

` � =

¨ m � � d 0
� (d 0

� � 1)
2 si ÒG� est symplectique

m � � d 02
�

2 si ÒG� est orthogonal
et N ] =

X

� 2I
ÒG� symp.

n � d 0
� (d 0

� � 1) +
X

� 2I
ÒG� orth.

n � d 02
� .

Si ÒG� est symplectique, soitd � 2 N l’unique entier naturel tel que(d � + 1)d � = d 0
� (d 0

� � 1) et si ÒG� est orthogonal, soit
d � = jd 0

� j. Le support cuspidal de(� , � ) que nous avons dØ� ni au thØorŁme 3.21 est(bL, ' , " ) avec :

� bL =
Y

� 2I

GLn �
(C)` � � ÒG0, aveccG ] un groupe classique de rangN ] de mŒme type queÒG ;

� ' =

 
M

� 2I

M

e2E0
c,�

j � je � � (j � je � )_
!

�

0

B
@

M

� 2I
ÒG� symp.

d �M

a=1

� ‚ S2a �
M

� 2I
ÒG� orth.

d �M

a=1

� ‚ S2a � 1

1

C
A ;

� " ' ‚ � 2I
ÒG� symp.

" S
d � (d � +1) ‚ ‚ � 2I

ÒG� orth.
" O�

d 2
�

.

DØmonstration. � Ceci rØsulte directement de nos constructions, des propositions 5.3 et 5.7 et de la discussion
prØcØdente.

Dans ce qui suit, nous allons montrer que le support cuspidal que nous avons dØ� ni est celui construit par M�glin et
M�glin-Tadi ·c dans [MT02]. Commençons par rappeler les rØsultats de [MT02] dont nous aurons besoin.

Tout d’abord, dans [MT02] est dØ� ni le support cuspidalpartiel d’une reprØsentation irrØductible d’un groupe clas-
sique. Si� est une reprØsentation irrØductible deG , le support cuspidal partiel de� est une reprØsentation irrØductible
supercuspidale� 0 d’un groupe classiqueG ] de mŒme type queG telle que� est sous-quotient dei G

P (� 0‚ � 0) avec� 0

une reprØsentation irrØductible d’un groupe linØaireGLm (F ). Du côtØ galoisien, si(� , � ) 2 � (G)2 est un paramŁtre de
Langlands discret d’un groupe classique, son support cuspidal partiel(' ] , " ) est un paramŁtre de Langlands enrichi
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cuspidal d’un groupe classiqueG ] de mŒme type queG . Rappelons que si� 2 � (G)2, alors on note ([MT02, p. 716]) :
Jord+ (� ) = Jord(� ) t f (� ,0) j 9a 2 2N, (� ,a ) 2 Jord(� )g et on Øtend� à Jord+ (� ) en posant pour tout� 2 I telle que
(� ,0) 2 Jord+ (� ), � +

� (z0) = 1. De plus, pour tout� 2 I , on noterak � le cardinal deJord(� )� . Le support cuspidal
partiel de (� , � ) est alors dØ� ni rØcursivement de la façon suivante :

� si (� , � ) est alternØ, c’est-à-dire si pour tout� 2 I , pour tout i 2 J1,k � � 1K, � � (zp� ,i
) 6= � � (zp� ,i +1

), alors le support
cuspidal partiel(' 0, " ) doit satisfaire l’existence d’une application injective

 : Jord(� ) ! Jord+ (' 0),

telle que l’image deJord(� ) contient Jord(' 0). De plus, pour tout� 2 I , il existe une application croisante
 � : Jord(� )� ! Jord(' 0)� telle que pour touta 2 Jord(� )� ,

 (� ,a ) = (� ,  � (a )) et � � (za ) = " + (z � (a )).

� si (� , � ) n’est pas alternØ, alors il existe� 2 I , j 22 J1,k � � 1Ktels que� � (zp� , j
) = � � (zp� , j +1

). On pose alors

� 0=
M

(� ,a )2Jord(� )nf(� ,p� , j ),(� ,p� , j +1)g

� ‚ Sa ,

et la restriction � 0 de � dØ� nie comme prØcØdemment. Ainsi,(� 0, � 0) est un paramŁtre de Langlands discret
enrichi pour un groupe de mŒme type queG mais de rang plus petit. Le support cuspidal partiel de(� , � ) est
alors celui dØ� ni par (� 0, � 0).

Revenons au support cuspidal que nous avons dØ� ni, notons

' ] =
M

� 2I
ÒG� symp.

d �M

a=1

� ‚ S2a �
M

� 2I
ÒG� orth.

d �M

a=1

� ‚ S2a � 1,

et montrons que(' ] , " ) est le support cuspidal partiel que M�glin et Tadi·c dØ� nissent.

Soit � 2 I . Le procØdØ d’Ølimination dØcrit plus haut et dans [MT02] associe au sous-bloc de Jordan
Jord(� )� = f p� ,1, . . . ,p� ,k �

g et � � , c’est-à-dire à la partition (p� ,1, . . . ,p� ,k �
) et � � , une sous-partition(ep� ,1, . . . , ep� ,ek �

) et

un caractŁree� � . Pour tout � 2 I , on note eS� =
L ek �

i =1 Sep� ,i
et e� =

L
� 2I � ‚ eS� . Le paramŁtree� est obtenu à partir de

� et � par le procØdØ d’Ølimination et on notee� le caractŁre obtenu à partir de� .

Soit � 2 I .
Supposons queÒG� est un groupe symplectique etek � > 0.

� D’aprŁs la proposition 5.4, si � � (zep� ,1
) = 1, alorsd � = ek � � 1 et on dØ� nit  � : f ep� ,1, . . . , ep� ,ek �

g ! f 0,2, . . . ,2(ek � �

1) � 2,2(ek � � 1)g par  � (ep� ,i ) = 2(i � 1).

� D’aprŁs la proposition 5.4, si � � (zep� ,1
) = � 1, alors d � = ek � et on dØ� nit  � : f ep� ,1, . . . , ep� ,ek �

g ! f 0,2, . . . ,2(ek � �

1),2ek � g par  � (ep� ,i ) = 2i .

Supposons queÒG� est un groupe orthogonal etek � > 0. On a alorsd � = ek � et on dØ� nit  � : f ep� ,1, . . . , ep� ,ek �
g !

f 1, . . . ,2ek � � 3,2ek � � 1g par  � (ep� ,i ) = 2i � 1.

Proposition 5.9. � L’application � dØ� nit une injectionJord( e� )� ! Jord+ (' ] )� telle que pour tout(� ,a ) 2 Jord( e� )� ,
e� � (za ) = " +

� (z � (a )). Par consØquent, le paramŁtre de Langlands enrichi(' ] , " ) que nous avons construit est bien le support
cuspidal partiel dØ� ni dans [MT02]. De plus, le support cuspidal de( e� , e� ) est :

�
Q

� 2I GLn �
(C)

P ek�
i =1  � (ep� ,i ) � cG ] ;

�
M

� 2I

ek �M

i =1

M

f 2J0,
ep� ,i �  � (ep� ,i )

2 � 1K

j � j
ep� ,i � 1

2 � f � � (j � j
ep� ,i � 1

2 � f � )_ � ' ] ;

� "
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DØmonstration. � La premiŁre partie de la proposition rØsulte de la discussion prØcØdent la proposition. Concernant
le support cuspidal de( e� , e� ), il s’agit d’Øcrire explicitement les ensemblesEc,� à l’aide de l’application  .

À prØsent, on peut montrer dans le cas d’un paramŁtre discret quelconque que le support cuspidal que nous avons
dØ� ni correspond à celui dØ� ni dans [MT02] et [M�g02]. Pour Œtre plus prØcis, on ne trouvera pas mention explicite
de support cuspidal d’un paramŁtre de Langlands enrichi dans [MT02] ou [M�g02], en revanche, il apparait dans les
constructions contenues dans ces articles.

ThØorŁme 5.10. � Soit� 2 Irr (G)2, (M ,� ) 2 
 (G) son support cuspidal. Soient(� , � ) 2 � e(G)2 le paramŁtre de Langlands
enrichi de� et (bL, ' , " ) 2 
 st

e (G) son support cuspidal. Alors, aprŁs conjugaison on peut supposer,cM = bL et le paramŁtre de
Langlands enrichi de� est(' , " ).

DØmonstration. � En e � et, le cas( e� , e� ) que nous avons traitØ prØcØdemment coïncide avec [MT02, 7-10]. Pour le cas
gØnØral, on peut se ramener à ce cas par procØdØ d’Ølimination. Remarquons qu’on a :

§§ p� , j +1 � 1

2
� f , f 2 J0,p� , j +1 � 1K

ªª
=

§§ p� , j +1 � 1

2
� f , f 2 J0,

p� , j + p� , j +1

2
� 1K

ªª
[

§§ p� , j +1 � 1

2
� f , f 2 J

p� , j + p� , j +1

2
,p� , j +1 � 1K

ªª
,

§§
f �

p� , j +1 � 1

2
, f 2 J0,

p� , j + p� , j +1

2
� 1K

ªª
=

§§ p� , j � 1

2
� f , f 2 J0,

p� , j + p� , j +1

2
� 1K

ªª
, f $

p� , j + p� , j +1

2
� 1 � f

=
§§ p� , j � 1

2
� f , f 2 J0,p� , j � 1K

ªª
[

§§ p� , j � 1

2
� f , f 2 Jp� , j ,

p� , j + p� , j +1

2
� 1K

ªª

=
§§ p� , j � 1

2
� f , f 2 J0,p� , j � 1K

ªª
[

§§ p� , j +1 � 1

2
� f , f 2 J

p� , j + p� , j +1

2
,p� , j +1 � 1K

ªª
, f $ f �

p� , j +1 � p� , j

2

Par consØquent, on obtient :
§§ p� , j +1 � 1

2
� f , f 2 J0,p� , j +1 � 1K

ªª
[

§§ p� , j � 1

2
� f , f 2 J0,p� , j � 1K

ªª
=

§§ p� , j +1 � 1

2
� f , f 2 J0,

p� , j + p� , j +1

2
� 1K

ªª
[

§§
f �

p� , j +1 � 1

2
, f 2 J0,

p� , j + p� , j +1

2
� 1K

ªª
.

On � xe ( e� , e� ), � une reprØsentation irrØductible deWF qui apparait danse� WF
. Soit (� , � ) 2 � e(G)2 un paramŁtre

de Langlands discret enrichi d’un groupe classiqueG tel que( e� , e� ) soit obtenu par procØdØ d’Ølimination à partir de
(� , � ). On raisonne par rØcurrence sur la longueur de la partition(p� ,1, . . . ,p� ,k �

). Le cas initial rØsulte de la proposition
5.9. Supposons la propriØtØ acquise pour une certaine longueur de partition. Supposons qu’il existej 2 Jord(� )� tel
que � � (zp� , j

) = � � (zp� , j +1
).

Soit (� 0, � 0) 2 � e(G0)2 le paramŁtre de Langlands discret dØ� ni par Jord(� 0) = Jord(� )n f(� ,p� , j ), (� ,p� , j +1)g.
On a vu que lesu -symboles associØs à(u � ,� , � � ) et (u � 0,� , � 0

� ) (voir les deux sections prØcØdentes) ont mŒme dØfaut
d 0

� . Par consØquent, les supports cuspidaux de(bL, ' , " ) et (bL0, ' 0, " 0) les supports cuspidaux respectifs de(� , � ) et
(� 0, � 0) sont reliØs par :bL = GLn �

(C)
p� , j +p� , j +1

2 � bL0 et

StdL � ' =
M

f 2J0,p� , j +1� 1K
j � j

p� , j +1� 1

2 � f � �
M

f 2J0,p� , j � 1K
j � j

p� , j � 1

2 � f � � StdL0 � ' 0.

En utilisant l’ØgalitØ
¦¦

p� , j +1� 1
2 � f , f 2 J0,p� , j +1 � 1K

©©
[

¦¦
p� , j � 1

2 � f , f 2 J0,p� , j � 1K
©©

=
¦¦

p� , j +1� 1
2 � f , f 2 J0,

p� , j +p� , j +1

2 � 1K
©©

[
¦¦

f �
p� , j +1� 1

2 , f 2 J0,
p� , j +p� , j +1

2 � 1K
©©

, on peut rØorganiser les termes de' et
voir que cela coïncide Øgalement avec [M�g02, 5.1.3], c’est-à-dire :

StdL � ' =
M

f 2J0,
p� , j +p� , j +1

2 � 1K

j � j
p� , j +1� 1

2 � f � � (j � j
p� , j +1� 1

2 � f � )_ � StdL0 � ' 0.

Par consØquent, d’une part avec les travaux de M�glin et M�glin-Tadi·c, on sait que les propriØtØs combinatoires
donnent lieu à un support cuspidal pour� et pour (� , � ), qui coïncide avec nos constructions. Et de plus, Xu a
montrØ dans [Xu15] que ces propriØtØs coïncident avec la correspondance de Langlands pour les groupes classiques.
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Appendice A
Correspondance de Springer gØnØralisØe pour le groupe orthogonal

Nous avons vu prØcØdemment que la correspondance de Springer gØnØralisØe pour un groupe rØductif connexeH
Øtablit une bijection (àH -conjugaison prŁs)

� H : (C H
u , � ) 7�! (L ,C L

v , " , � ),

avec

� une H -orbite C H
u d’un ØlØment unipotentu 2 H ;

� une reprØsentation irrØductible� de AH (u ) ;

� un sous-groupe de Levi L de H ;

� une L -orbite C L
v d’un ØlØment unipotentv 2 L ;

� une reprØsentation irrØductiblecuspidale" de AL (v ) ;

� une reprØsentation irrØductible� de NH (L)=L .

Nous souhaitons Øtendre cette bijection au groupe orthogonal. Pour cela, prØcisons quels objets seront en bijection et
dØcrivons notre dØmarche.

DØ� nition A.1. � Soient H un groupe rØductif non nØcessairement connexe,A � H un tore et L = ZH (A). On
appelle sous-groupe de quasi-Levi deH , le centralisateur dansH d’un tore contenu dansH . Le groupe de Weyl de
L dansH estW H

L = NH (A)=ZH (A).

Remarque A.2. � Soient A � H un tore contenu dansH et L = ZH (A) un sous-groupe de quasi-Levi deH . Alors,
L � = ZH (A)� = ZH � (A)� = ZH � (A) est un sous-groupe de Levi deH � . RØciproquement, tout sous-groupe de Levi de
H � est la composante neutre d’un sous-groupe de quasi-Levi deH . De plus, le groupe de Weyl deL � dans H � ,
W H �

L � = NH � (A)=ZH � (A) est un sous-groupe distinguØ deW H
L .

DØcrivons les sous-groupes de quasi-Levi du groupe orthogonal et leurs groupes de Weyl relatifs.

H L � L L=L � W H
L =W H �

L �

O2n +1(C)
Q k

i =1 GLn i
(C) � SO2n 0+1(C)

Q k
i =1 GLn i

(C) � O2n 0+1(C) Z=2Z f 1g n i ¾0,n 0¾0

O2n (C)

Q k
i =1 GLn i

(C) � SO2n 0(C)
Q k

i =1 GLn i
(C) � O2n 0(C) Z=2Z f 1g n i ¾0,n 0¾2

Q k
i =1 GLn i

(C)
Q k

i =1 GLn i
(C) f 1g Z=2Z n i ¾0

Table 5. Sous-groupes de quasi-Levi du groupe orthogonal

Nous allons associer à tout couple formØ d’uneH -classe de conjugaison d’un ØlØment unipotentu 2 H � et d’une
reprØsentation irrØductible deAH (u ), une H -classe de conjugaison d’un quadruplet formØ d’un sous-groupe de
quasi-LeviL de H , d’une L -classe de conjugaison d’un ØlØment unipotentv 2 L � , d’une reprØsentation irrØductible
cuspidale deAL (v ) (voir dØ� tion ci-dessous) et d’une reprØsentation irrØductible deW H

L . Pour cela nous allons
procØder en trois Øtapes. Tout d’abord nous Øtendons la correspondance de Springer gØnØralisØe au sous-groupeH L

de H tel queH L =H � = L=L � . Ensuite, nous l’Øtendons au sous-groupeH C H �
u de H qui stabilise l’orbiteC H �

u et en� n
à H .

Le groupe des composantes du groupe orthogonal Øtant d’ordre2, une seule de ces Øtapes apparaitra dans la section
A.1. NØanmoins, dans la section A.2 ces trois Øtapes apparaitront. Avant de commencer, dØ� nissons la notion de
cuspidalitØ et introduisons une notation.

DØ� nition A.3 . � Soient L un sous-groupe de quasi-Levi deH , v 2 L � un ØlØment unipotent et" 2 Irr (AL (v )).
On dit que " est cuspidale lorsque la restriction de" à AL � (v ) est somme de reprØsentations cuspidales. On notera
Irr (AL (v ))cusp l’ensemble des (classes de) reprØsentations irrØductibles cuspidales deAL (v ).
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Notons
N +

H = f (C H
u , � ), u 2 H � unipotent, � 2 Irr (AH (u )g=H � conj ,

et
SH = f (L,C L

v , " ), L quasi-Levi deH , v 2 L � unipotent et" 2 Irr (AL (v ))cuspg=H � conj .

Pour tout t = [ L,C L
v , � ] 2 S H , notonsWt = W H

L .

A.1. Correspondance de Springer gØnØralisØe pour le groupe orthogonal. � Jusqu’à la � n de section nous
notonsH = ON (C) le groupe orthogonal.

Soit u 2 H � un ØlØment unipotent et supposons queAH (u ) 6= AH � (u ). Dans ce cas, pour touts 2 H nH � , sC H �

u s� 1 =
C H �

u et puisqueAH (u ) est un produit deZ=2Z, on a :

AH (u ) = AH � (u ) � (Z=2Z).

Tout caractŁre� 0 de AH � (u ) s’Øtend deux façons en un caractŁre deAH (u ) : � 0 ‚ 1 et � 0 ‚ � , oø � est le caractŁre
non trivial de Z=2Z.

ThØorŁme A.4. � Il existe une application surjective

	 H : N +
H �! S H ,

qui Øtend	 H � et qui induit une dØcomposition
N +

H =
G

t 2S H

M t ,

oøM t = 	 � 1(t). De plus, pour toutt 2 S H , on a une bijection

� t : M t �! Irr (Wt ).

Ainsi,
N +

H '
G

t 2S H

Irr (Wt ).

DØmonstration. � Soit (u , � ) 2 N +
H . Notons � 0 la restriction de � à AH � (u ), 	 H � (C H �

u , � 0) = (L � ,C L �

v , " 0) le triplet
cuspidal dØ� ni par (C H �

u , � 0) et � 0 2 Irr (W H �

L � ) la reprØsentation irrØductible du groupe de Weyl associØe par la
correspondance de Springer gØnØralisØe pourH � .

(I) Supposons (N est impair) ou (N est pair etL = (C� )` � ON 0(C) avecN 0¾4).
Dans ce cas, on a :

AH (u ) = AH � (u ) � S, AL (v ) = AL � (v ) � S0 et W H
L = W H �

L � ,

oø S = hsi ' Z=2Z et S0= hs0i ' Z=2Z. On peut donc Øcrire� = � 0 ‚ � , avec� 2 Irr (Z=2Z) et on pose alors :

	 H (C H
u , � 0 ‚ � ) = (L,C L

v , " 0 ‚ � ) et � t (C
H
u , � 0 ‚ � ) = � 0.

(II) SupposonsN pair, L � = T = (C� )` et que la partition associØe àu contient une part paire de multiplicitØ
impaire.
Dans ce cas, on a :

AH (u ) = AH � (u ) � S, AT (1) = f 1g et W H
T = W H �

T o R,

oø S = hsi ' Z=2Z et R = hr i ' Z=2Z. Pour touth 2 NH (T )nNH � (T ), par Øquivariance de la correspondance de
Springer gØnØralisØe pourH � , on a :

(T, f 1g,1,� 0) = � (C H �

u , � 0) = �
�
h � (C H �

u , � 0)
�
= h � � (C H �

u , � ) = (T, f 1g,1,� h
0 ).

Ainsi, � r
0 ' � 0. Puisque le groupeZ=2Z est cyclique, la reprØsentation� 0 s’Øtend de deux façons en une

reprØsentation irrØductible deW H
T : � 0 ‚ 1 ou � 0 ‚ � . On pose alors :

	 H (C H
u , � 0 ‚ � ) = (T, f 1g,1) et � t (C

H
u , � 0 ‚ � ) = � 0 ‚ � .
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(III) SupposonsN pair et que la partition associØe àu ne contient que des parts paires de multiplicitØs paires.
Dans ce cas,L � = T et on a :

AH (u ) = AH � (u ) = f 1g, AT (1) = f 1g et W H
T = W H �

T o R,

avecR = hr i ' Z=2Z. La di� Ørence avec le cas prØcØdent est qu’iciC H
u = C H �

u tC H �

u 0 est rØunion de deux orbites
unipotentes deH � . Pour touth 2 NH (T )nNH � (T ), par Øquivariance de la correspondance de Springer gØnØralisØe
pour H � , puisque(C H �

u ,1) 6= (C H �

huh � 1 ,1), on a :� r
0 6' � 0. Ceci implique queInd

W H
T

W H �
T

(� 0) est irrØductible. On pose
alors :

	 H (C H
u ,1) = (T,f 1g,1) et � t (C

H
u ,1) = Ind

W H
T

W H �
T

(� 0).

Proposition A.5. � Soient(C H
u , � ) 2 N +

H et (L ,C L
v , " ) = 	 H (C H

u , � ). On a des morphismesZH ! AH (u ) etZL ! AL (v ).
Alors� (� 1) = " (� 1) (oø l’on voit� 1 à travers les morphismes prØcØdents).

DØmonstration. � Dans le (I), on peut Øcrire� = � 0 ‚ � et " = " 0 ‚ � , oø � 0 2 Irr (AH � (u )) et " 0 2 Irr (AL � (v )).
SupposonsN pair. Dans ce cas,� 1 2 H � . D’aprŁs, [Lus95a, 5.23],� 0(� 1) = " 0(� 1), d’oø � (� 1) = " (� 1).
SupposonsN impair. Dans ce cas,� 1 2 AH (u ) nAH � (u ). Donc, � (� 1) = � (� 1) = " (� 1). Dans les cas (II) et (III), on
conclue de la mŒme façon.

Remarque A.6. � On remarque d’aprŁs la forme des reprØsentations cuspidales deAL (v ), que pour toutw 2 W H
L

et toute reprØsentation irrØductible cuspidale" de AL (v ), " w ' " .

À prØsent, � xons un triplet cuspidalt = (L,C L
v , " ) 2 S H et notonst � = (L � ,C L �

v , " 0) 2 S H � le triplet cuspidal obtenu par
restriction. On considŁre l’algŁbre de Hecke graduØeH � t � associØ àt � dØ� nie et ØtudiØe par Lusztig dans [Lus88],
[Lus95b] et [Lus02].

Soient(s, r0) 2 h � C un ØlØment semi-simple etx 2 h un ØlØment nilpotent tel que[s, x ] = 2r0x . Rappelons que l’on
note Irr (AH (s, x ))t l’ensemble des reprØsentations irrØductibles deAH (s, x ) qui apparaissent dans la restriction d’une
reprØsentation irrØductiblee� 2 AH (x ) telle que	 H (C H

x , e� ) = t. On s’intØresse aux couples(x , � ) oø � 2 Irr (AH (s, x ))t .
On a vu que le thØorŁme de Jacobson-Morozov montre l’existence d’un ØlØment semi-simples0 2 h tel que[s0, s] = 0,
[s0, x ] = 2r0x et AH (s, x ) = AH (s s� 1

0 , x ). Par consØquent,AH (s, x ) = AZH (s s� 1
0 )(x ) et ZH (s s� 1

0 ) est un sous-groupe de
quasi-Levi deH . D’aprŁs la compatibilitØ de la correspondance de Springer gØnØralisØe avec l’induction parabolique
(voir [Lus84, §8]), il s’ensuit que si� 2 Irr (AH (s, x ))t , si et seulement si,	 ZH (s s� 1

0 )(C
ZH (s s� 1

0 )
x , � ) = (L,C L

v , " ).

ThØorŁme A.7. � Soientt = (L,C L
v , " ) 2 S H un triplet cuspidal deH , W H

L = W H �

L � o R le groupe de Weyl relatif deL
dansH . L’ensemble des classes deH � t

o C[R]-module simple de caractŁre central(s, r0) est en bijection avec

M (s,r0) = f (x , � ) j x 2 h, [s, x ] = 2r0x , � 2 Irr (AH (s, x ))t g

DØmonstration. � Soit (x , � ) 2 AH (s, x )t . Reprenons les cas (I), (II) et (III) dØcrit prØcØdemment.
(I) Dans ce cas, on a donc :

AH (s, x ) = AH � (s, x ) � (Z=2Z), AL (v ) = AL � (v ) � (Z=2Z) et W H
L = W H �

L � .

On peut donc Øcrire" = " 0 ‚ � , � = � 0 ‚ � et M le H � t � -module irrØductible associØ à(x , � 0).
(II) Dans ce cas, on a donc :

AH (s, x ) = AH � (s, x ) � (Z=2Z), AT (1) = f 1g et W H
T = W H �

T o R,

oøR ' Z=2Z. ConsidØrons l’algŁbre de Hecke graduØe ØtendueH � t � o C[R]. SoientM (s, r0, x , � 0) le H � t � -module
irrØductible associØ à(x , � 0) et r 2 R. Par Øquivariance, on a alors :

r � M (s, r0, x , � 0) = M (Ad(r )s, r0,Ad(r )x , � r
0).

On a vu prØcØdemment que dans le (II),� r
0 = � 0, C H �

Ad(r )x = C H �

x . Il s’ensuit quer �M (s, r0, x , � 0) ' M (s, r0, x , � 0).
On associe(x , � ) le H � t � o C[R]-module irrØductibleM (s, r0, x , � 0) ‚ C� .
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(III) Dans ce cas, on a donc :

AH (s, x ) = AH � (s, x ) = f 1g, AT (1) = f 1g et W H
T = W H �

T o (Z=2Z).

SoientM (s, r0, x ,1) le H � t � -module irrØductible associØ à(x ,1) et r 2 R. Comme prØcØdemment, puisqueC H
x

est rØunion de deux orbites nilpotentes deH � , par Øquivarience on ar �M (s, r0, x ,1) 6' M (s, r0, x ,1). On associe
(x ,1) le H � t � o C[R]-module irrØductibleInd

H � t � o C[R]
H � t �

M (s, r0, x ,1).

A.2. Un sous-groupe d’indice deux d’un produit de groupes orthogonaux. � Soient r ¾ 2 un entier,
m1, . . . ,m r ¾1 des entiers. ConsidØronsH =

Q r
i =1 Om i

(C) et

eH =

¨

(xi ) 2 H j
rY

i =1

det(xi ) = 1

«

.

Soientu 2 H � un ØlØment unipotent et� 0 une reprØsentation irrØductible deAH � (u ). On a des dØcompositions :

u = (u i ) 2
rY

i =1

SOm i
(C), AH � (u ) =

rY

i =1

ASOmi
(C)(u i ), et � 0 = � 1 ‚ . . . ‚ � r ,

avec pour touti 2 J1,r K, � i une reprØsentation irrØductible deASOmi
(u i ). On peut supposer avoir arrangØ les indices

de la façon suivante :

� pour tout i 2 J1,p K, m i est impair ou(u i , � i ) est associØ par la correspondance de Springer gØnØralisØe à un
sous-groupe de Levi de la forme(C� )` i � SOm 0

i
(C) avecm 0

i ¾4 ;

� pour tout i 2 Jp + 1,qK, la partition associØ àu i contient une part paire de multiplicitØ impaire ;

� pour tout i 2 Jq + 1,r K, la partition associØ àu i ne contient que des parts paires de multiplicitØs paires.

Pour tout i 2 J1,r K, notonsH i = Om i
, et ajoutons un indicei aux objets que nous avons dans la section prØcØdente

(L i le sous-groupe de quasi-Levi deH i associØ à(C H i
u i

, � i ‚ � i ), si , s0
i , etc).

Si p = 0, notons

CeL = f 1g, CO =


sp +1sp +2, . . . ,sq � 1sq

�
, CI =



sq sq+1, . . . ,sr � 1sr

�
,

C 0
eL

= f 1g, C 0
O =

¬
s0
p +1s0

p +2, . . . ,s0
q � 1s0

q

¶
, C 0

I =
¬
s0
q s0

q+1, . . . ,s0
r � 1s0

r

¶
.

Si p ¾1, notons

CeL =


s1s2, . . . ,sp � 1sp

�
, CO =



sp sp +1, sp sp +2 . . . ,sp sq

�
, CI =



sp sq+1, . . . ,sp sr

�
,

C 0
eL

=
¬
s0
1s0

2, . . . ,s0
p � 1s0

p

¶
, C 0

O =
¬
s0
p s0

p +1, s0
p s0

p +2, . . . ,s0
p s0

q

¶
, C 0

I =
¬
s0
p s0

q+1, . . . ,s0
p s0

r

¶
.

Et dans chacun de ces deux cas, dØ� nissons les sous-groupesH � � eH eL � eH O � eH par :

eH
eL = H � o CeL , eH O = H � o (CeL � CO), eH = H � o (CeL � CO � CI ), eL = eH \

rY

i =1

L i .

Remarque A.8. � La façon dont on a dØ � ni ces groupe suppose que l’on ap ¾2, q � p ¾2, r � q ¾2 pour CeL , CO , CI

respectivement. Si ce n’est pas le cas, alors le groupe considØrØ est trivial.

A� n d’Øtendre la correspondance de Springer gØnØralisØe àeH , nous avons expliquØ que l’on va l’Øtendre par Øtapes. À
chaque Øtape, des objets (classes unipotentes, groupe de Weyl, groupe des composantes du centralisateur, etc) peuvent
changer ou rester identique. Listons ci-dessous à gauche d’une part, les objets qui sont prØservØs et à droite d’autre
part, les objets qui changent.

(1)C eH eL

u = C H �

u , C eL
u = C L �

u , W eH eL

eL
= W H �

L � A eH eL (u ) = AH � (u ) � CeL , AeL (v ) = AL � (v ) � C 0
eL

(2) C eH O

u = C eH eL

u , C eL
u = C L �

u A eH O (u ) = A eH eL (u ) � CO , W eH O

eL
= W eH eL

eL
o C 0

O .

(3) A eH (u ) = A eH O (u ) C eH
u = t h 2CI

C eH O

huh � 1 , W eH
eL

= W eH O

eL
o CI .
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ThØorŁme A.9. � Il existe une application surjective

	 eH : N +
eH

�! S eH ,

qui Øtend	 H � et qui induit une dØcomposition
N +

eH
=

G

t 2S eH

M t ,

oøM t = 	 � 1(t). De plus, pour toutt 2 S eH , on a une bijection

� t : M t �! Irr (Wt ).

Ainsi,
N +

eH
'

G

t 2S eH

Irr (Wt ).

DØmonstration. � La correspondance de Springer gØnØralisØe pourH � associe à
�
C H �

u , � 0

�
le quadruplet�

L � ,C L �

v , " 0, � 0

�
.

On construit la correspondance de Springer gØnØralisØe poureH par Øtapes de la façon suivante :

(1) on l’Øtend àeH eL en associant à
�
C H �

u , � 0 ‚ � eL

�
le quadruplet

€
eL,C eL

v , " 0 ‚ � eL , � 0

Š
;

(2) on l’Øtend àeH O en associant à
�
C H �

u , � 0 ‚ � eL ‚ � O

�
le quadruplet

€
eL,C eL

v , " 0 ‚ � eL , � 0 ‚ � O

Š
;

(3) on l’Øtendu àeH en associant à
€
C eH

u , � 0 ‚ � eL ‚ � O

Š
le quadruplet

•
eL,C eL

v , " 0 ‚ � eL , Ind
W eH

eL

W eH O
eL

�
� 0 ‚ � O

� ‹
.

À prØsent, � xons un triplet cuspidalt = (L,C L
v , " ) 2 S H et notonst � = (L � ,C L �

v , " 0) 2 S H � le triplet cuspidal obtenu par
restriction. On considŁre l’algŁbre de Hecke graduØeH � t � associØ àt � dØ� nie et ØtudiØe par Lusztig dans [Lus88],
[Lus95b] et [Lus02].

Soient(s, r0) 2 h � C un ØlØment semi-simple etx 2 h un ØlØment nilpotent tel que[s, x ] = 2r0x . Rappelons que l’on
note Irr (AH (s, x ))t l’ensemble des reprØsentations irrØductibles deAH (s, x ) qui apparaissent dans la restriction d’une
reprØsentation irrØductiblee� 2 AH (x ) telle que	 H (C H

x , e� ) = t. On s’intØresse aux couples(x , � ) oø � 2 Irr (AH (s, x ))t .
On a vu que le thØorŁme de Jacobson-Morozov montre l’existence d’un ØlØment semi-simples0 2 h tel que[s0, s] = 0,
[s0, x ] = 2r0x et AH (s, x ) = AH (s s� 1

0 , x ). Par consØquent,AH (s, x ) = AZH (s s� 1
0 )(x ) et ZH (s s� 1

0 ) est un sous-groupe de
quasi-Levi deH . D’aprŁs la compatibilitØ de la correspondance de Springer gØnØralisØe avec l’induction parabolique
(voir [Lus84, §8]), il s’ensuit que si� 2 Irr (AH (s, x ))t , si et seulement si,	 ZH (s s� 1

0 )(C
ZH (s s� 1

0 )
x , � ) = (L,C L

v , " ).

ThØorŁme A.10. � Soientt = ( eL,C eL
v , " ) 2 S eH un triplet cuspidal deeH , W eH

eL
= W H �

L � o R le groupe de Weyl relatif deeL

dans eH . L’ensemble des classes deH � t
o C[R]-module simple de caractŁre central(s, r0) est en bijection avec

M (s,r0) = f (x , � ) j x 2 h, [s, x ] = 2r0x , � 2 Irr (A eH (s, x ))t g

DØmonstration. � Par la thØorie de Cli� ord, lesH � t
o C[R]-module simples sont obtenus de la façon suivante : soit

M 0 un H � t
-module simple. On noteRM = f r 2 R j r � M 0 ' M 0g. On obtient alors unH � t

o C[RM ]-module M 0 ‚ V .
En� n, Ind

H � t o C[R]
H � t o C[RM ](M 0 ‚ V ) est irrØductible et tous les modules simples sont obtenus de cette façon.

Soit M 0 le H � t
-module simple correspondant à(x , � 0). Alors RM 0 = CO . Par consØquent, on note :M 0 ‚ C� O

. Et en� n,
Ind

H � t o C[R]
H � t o C[RM ](M 0 ‚ C� O

).
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